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 %�

������ �*�+��� ��%�+�� %�%��"&���  ��%� 34�� ��!!���"���� ��
#��� "�%�� � ���"�#5� " �����! ���*�6�%# �����(������ !�����
��� ��!!���"���# � �7"���"���%# 8����9 �� "����%�" ��� ��!!�.
��"���# �� :��� � ��! ��%%!������ "����%� �� ���"�9 *�%�� ��.
%�� �%�6;��%# �%��" ���'!���� " ����(�����7 %�%��!�7 %*�%&���#�
����%��"&���# � �����"���# *�%&�"�9 ��'��!�(��� ���!� �� �� ���.
"����� �(��� %&�<��%�� ��%%!�������7 �& ����!�"�

4�%�+�� ���������*��� �&# %�������" ���"� � ��%� =�� � '��&).
���� ��'��!�(�����7 ��7��&� �9� ���!� �� �� ������ ��%�+�� ��&����
�&# %�������" ���"� � ��%� !�7����.!���!���*�%� � '��&)����
� %&�8���&�9 !�<'��&)���%� � %��(��%� 3>����+��� %&�<��7
��� ��!! � !����� ��� ��!!���"���#5� ��<�� +��) ���!����"���
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A�%��!� %*�%&���# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��/� 4���(������ � ������(������ %�%��!�

%*�%&���# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��1� 4���%��"&���� (�&�7 *�%�& " ����(�����9

%�%��!� %*�%&���# % �����"�&)��! B%��"����! � � � � � � � C
��2� A�����8���� ����%� (�&� � *�%&� %� ���*����! � � � � � � 

���� �& ����!� ����"��� �&# (�&�7 *�%�& � � � � � � � � � � � � �
���� 4���%��"&���� ��9%�"���&)��7 *�%�& � � � � � � � � � � � � ��
��C� �& ����!� ����"��� �&# ��9%�"���&)��7

*�%�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/
��
� ���!�<��%�) ���*�� � ����"���

��9%�"���&)��7 *�%�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2
���� ������� %�%��!� %*�%&���# � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2
���0� ���"��%�&)��� �& ����!�

�&# ���'!���*�%�7 �����(�9 � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� D%�+����%�� �!��<���# � ��&���#

�� �%��"���� %�%��!� %*�%&���# � � � � � � � � � � � � � � � �

���/� D%�+����%�� �"��*��9 ���'!���� � � � � � � � � � � � � � � ��
���1� E&�<��%�) ���'!���*�%�7 �& ����!�" � � � � � � � � � � � /0

�� �	�������
 �
������ 
���	���


� ��� ��
/��� D ����*���� ����%��"&���# *�%�& ����#���9

%���9 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
/�/� 4���%��"&���� (�&�7 +�� ����$

���'!���� 3�� !���&65 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //
/�1� 4���%��"&���� (�&�7 %� ����!$

����&����&)��9 �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /1
/�2� ����&����� ���'!���*�%�7 �����(�9

" ����#���9 %��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
/��� 4�����% � ������&����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
/��� ����*��� ����%��"&���� ��9%�"���&)��7 *�%�&$

���'!���� �� ��8��%��9 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /

/�C� 4���%��"&���� ��9%�"���&)��7 *�%�&$

'��!�� % '�%���"����9 ��*�9 � � � � � � � � � � � � � � � /�
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1��� D�����&���� "���#���%�� � �%��"��� ���"�&� � � � � � � � 1�
1�/� F�'��!�(�����# !���&) G������ � � � � � � � � � � � � � � 12
1�1� H��!�&� G������� I���&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1�
1�2� 4��#��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1

1��� A"#�) !�<�� ��'��!�(�����9 �!�%�)6

� %�����9 �&���9 ���� F�+���*��%�)
�����"���# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 20

1��� ����� �����"���# %� %<����! �� I�''!��� � � � � � � � 2�
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4���!���! ���*���# " =��9  &�"� #"&#6�%# %�����8���# !�<��
%�;��%�#!� � ���"���#!� *�%�&� "���<�6;��%# " %��%�+�7 ����%� ��.
%&����7 � �%��"��7 ���'!���*�%�7 �& ����!�7�

���� ������ �	
��	�� � ���	
��	���

������� ������	��

A�;��%�)� �&� ��������� "���<��!�� *�%&�!� J =�� �+%�������
���#���� ��.�����!� ������&#�!�� " ���&�*��7 �����	�
������� ���
�
�	�� !���!����� ��� " %�%��!�7 %*��� ���*���� *�%&� "���<���
!��� �&�*�%�"���� � %�����8���# K" (�&�7 *�%�#7 �&� ��&#7L ��!�.
�#�!� � �+M���  �������!� =��&��� J �����(��

-��"����� �&� ����������� *�%&� J =�� "��8�## '��!� *�%&�� ���+.
7���!�# �&# � � ���+��<���# " %��+;���#7 % �%��&)��"����! �������7
�������� ���
�	 K�����!��� " ��*� �&� ��%)!�L�

� �����7 #���7 � ����"�7 %�%��!�7� �%��&)���!�7 &6�)!�� ��.
�� � �� <� *�%&�"�� ���*���� !�<�� �!��) ������ ���"���# K�+����*�.
��#L� N��*���� <� *�%&� ��"��������� �� �� �� ��"�%�� �� �+����*���# J
� %"�9%�"� &6+� � �+M��� � %!�%& &6+� � ���#��# �� ��"�%#� �� �7
���"���9�

�	
�	�D��� � �� <� *�%&�"�� ���*���� 3�"����(��) �����(5 �!�.
�� " �����7 #���7 ���� �+����*���#$

• 3125O

• 3XII5O

• 3twelve5O

• 31100(2)5O

• 3−† =5�

4�%�&)� *�%�& +�%���*�� !�� �� ���+7���!� %�%��!� ���"�&� ���.
"�&#6;�# ��%������"��) ���"���# K�+����*���#L *�%�& �������! ��.
 �&#���! %��%�+�!� ���� %�%��!� ���"�& ����"�6�%# ���
�	�	� ����
������ K��&�� �&# ����%�� J %� %�L� -��"���� K����%)L *�%&� �+����.
��%# � (���*� ���"���9 K����"L �����( �� ��+�&)8� � "���&���� �

�



��+��� P ����+�� ��!�� �  ��� �� *�8�*��7 "�%�7 ���"��"�8�"���%#
 ��)�!�.�����"�%�!� ������� � �%%����!����� � !���!���*�%�9 %�!.
"�&�� ���� =��7 �����( ����"�6�%# �����	��

� ��&)��98�! ��� ��%%!������� ���&�*��7 %� %� ��! ������%# ���.
&�*��) ����%) �+����*���# � ����%) ���*���# K�� �� �;� ���� �+����*�.
���L *�%&�� 4��+&�!� " ��!� *�� 3�%��%�"����!5 ���"����! ���*���#
�&# ��% #"&#��%# ���"���� ��%#��*�� � ����%��"&���# *�%&� �� ��%%�!
#��� �&� " �����(�����9 ����%� ���+%�!� (�'��!�� 4�=��!�� *��+�
��+�<��) �"�%!�%&����%��� ����%) *�%&� +���� ��"��)%# " �"�*�7� �
+�� �"�*� +���� ����%�"��)%# "���<���# � '��!�&�� "�*�%&#6;��
*�%&�"�� ���*���#�

�%� ���'!���*�%�� �����(�� % *�%&�!� ������&��� ��� ���*���#.
!�� ��=��!� ���*���# �7 ����&)����" ��"�������� ����%���&)�� %� %��
" �����7 ������ �� �!����� � �& �+���*�%�7 '��!�&�7 +�"� ����.
!����7 ��<� ����%��"&#6� ���*���#� ��=��!� '��!�&� ��"������.
�� ����%���&)�� %� %� 4����*�%�� "�*�%&���&)��� �& ����!� '��.
!�&���6�%# �&# (�'��"�7 ����%��"&���9 *�%�&O ��� !�����&���6�
(�'��!� � "���6� ����&)��� " (�'��"�! "���O ��=��!� ��� #"&#6�%#
%� %�.��"�%�!�!��

���� �������		�� � 	��������		�� �������

������	��

A� %� +�"�6� ����������	� � ������������	�� -�����(������ %� %�
�%����*�%� "����&� ���"�!� � " +�&)8��%�"� %"��! �%��"��� �� ���.
%��! %�!!���"���� 3"�%�"5 (�'�.3�����"�%�"5� �*�%�"�6;�7 " ����%�
*�%&�� ���"�� �����!��� ��!%�# %� %�� " �����9 "�% (�'�� !�<��
+���)%# % �&6%�! �&� !���%�! K*�� ���&� �*�� ��+�"&���6  ��)� ��
���"�6 �&� &�"�6 *�8� "�%�"L " ��"�%�!�%�� �� ����(�� �����9 (�'.
�� �� ����8���6  +�&�� 3�#<�&�!5� ���� %� %� �����+�� ��!� *�� �&#
����%� "%� +�&)8�7 *�%�& ���+���%# "%� +�&)8� (�'�.3�����"�%�"5�

A� "��!���! ������(������ %� %� +�&� �%�"��8��%�"�"��� � ���"��.
��&�%) " +�&�� ���+��� ����(������� � ����(�����9 %� %� *�%&� (�'�.
3�����"�%�"5 ���*��� � "&�� �<��9 (�'�� " ���*���� *�%&� ��"�%��
�� 3"�%�5 �� ����(�� K�������L " ����%� *�%&� K��%��;� � � %�������#
'��(�# �� ��!��� ����#��L� �& ����!� ���'!���*�%�7 ��9%�"�9 "
����(�����7 %� %� +�&�� �� �&#��� � ���%���

��&�� ��%%!����"�6�%# "�<��98�� %"�9%�"� &�%%� �� ����"��.
!�7 ������� ����(�����7 %� %� K �����! ����%��%# � �+;�����#��#

�



��%#��*��#L� ���"�� ���!��#�!�7 " �����"���� � �+��+��� ��'��.
!�(��� " ��! *�%&� " �!�)6����7� :��� &�%% ��!�*���&�� ��!� *��
" ��! �&# &6+�9 %� %� "%� �%��"��� �& ����!�� � �!����$ ��#!�9 �
�+�����9 ����"�� 3���*���� J �+����*����5� ����"�� �� ����9 %� %� "
��� �6� �& ����!� ���'!���*�%�7 ��9%�"�9� J "���&�#6�%# �����+.
����� % ��*��%�)6 �� =&�!�������7 "�*�%&���9 ��� (�'��!�� N�����
���"��%�&)��7 %"�9%�" ���"�&#�� ������%�� ��"�%���� ��"�� ��+���
% ��%#��*��9 %� %� �� ��� �� %�%��!�� " *�%���%��� �� �"��*��6 � ���.
��� �9� �!�6;�� "�<��� ���*���� " ��� ��!!���"�����

���� ������
���	�� ����� ����� � �������		��

������� ������	�� � ���������	�� ��	��
	���

D+;�� %"�9%�"� "%�7 b.�*��7 ����(�����7 %� %� ������&#6�%# ����.
!����! b P ���������	 �� ��� ������ ������&#�� �&�*�%�"� ���&�*��7
(�'�� ���+��!�7 �&# ����%� *�%&�� � %� %� % �%��"����! b ≤ 10 �%��&).
��6�%# ���"�� b ���+%�7 (�'�$ �� 0 �� b−1� � %� %� % �%��"����! b > 10
�%��&)��6�%# ����&����&)��� ����$ �����!��� " 8�%����(�����*��9
%� %� �&# �+����*���# %&���6;�7 �� ��"#��9 (�'� �%��&)��6�%# &�.
���%�� +�"� A K*�%&�"�� ���*���� 10L� B(11)� C(12)� D(13)� E(14)�
F (15)�

��&�� *�%&� " ����(�����9 %� %� % �%��"����! b K��&�� �&# ����%��
b.%� %�L ����%�"���%# %����9 (�'�� �+����*��!�7 ��&�� ai(0 ≤ ai < b)�
 �� i J ����% K��!�� ����(��� �&� ����#��L (�'�� " b.�*��9 ����.
%� *�%&�O ��!���(�# ����#��" ��*�����%# % 0� % ��(� *�%&�� %&�"�
�����"�$

3ak−1ak−2ak−3...a2a1a0(b)5. K�L

A&�"�  ����%� *�%&� !�<�� ����%�"��) �����*�;�� ��&�� �� "&�.
#6;�� �� � � ���*����� Q%&� ����% ����#�� %�!�9 &�"�9 ���*�;�9
(�'�� *�%&� �%�) k− 1� �� ����%) *�%&� ����"���%# k.�������� F%&6.
*����$ *�%&� 0 �� �!��� ���*�;�7 (�'�� �� ����%�"���%# ����9 (�'��9�
� ��(� *�%&� ��<��! ����%�! ����"���%# �%��"���� %�%��!� %*�%.
&���#� �%&� ��� ��#%�� �� ����%���

�������

• ) �*�����+ 101010101(2) , 14357(8) , 7BAD(16), 0, 9281-

• ��. �*�����+ 123023(3) / ��� ��� �(�� "�� #, 0���1�� ���  �*�#� 3-

C
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�&# k.���*��9 ����%� *�%&� s =3ak−1ak−2...a1a0 (b)5 !�<�� ������.
&��) '��(�6 �������� N(s)� %"#��"�6;�6 ����%) % *�%&�"�! ���*�.
���! %&���6;�9 '��!�&�9$

N(s) = ak−1b
k−1 + ak−2b

k−2 + ... + a2b
2 + a1b

1 + a0b
0 =

k−1∑
i=1

aib
i. K/L

� ��&�*�� �� ����%� (1) ���%) !��<���&� bi #"�� ����"�6� 3"�%�5
����#��"� ������&#6;�7 "&�� �<��9 (�'�� " ���*����� � ��%#��*.
��9 %� %� ��� ����"�6�%# ����#��!� 3�����(5� 3%����5� 3��%#*5� ��� "
�"��*��9 J 3�����(5� 3�"��5� 3*��"���5� 3"�%)!���5 � �� �� ���+�
�%&6*��) �� ���"���9 ��"�%�!�%�) �� b� " �+;�! %&�*�� bi ����"�6�
�������� i. � ����#�� b.�*�� � *�%&�� -������� "����)� *�� (�'�� ai

����"��� �&�*�%�"� ��&��7 �����( i. � ����#��� ������ �%����%# "
*�%&� ��%&� "�*��� "%�"��!�<�� � *�%&� �����( %���8�7 ����#��"�

��� �9 "�� '��!�&� K/L ��&�*���%# ��%&���"���&)��! "���%�! b
�� %�+�$

N(s) = (((...((ak−1b + ak−2)b + ak−3)b... + a1)b + a0, K1L

����� "���� �����!����%�)� ���"�&#6;�# ������&��) N ��������.
��9 '��(��9 K% �� ��%%��9 �� �!���� �� 0L$

Nk = 0;
Ni−1 = Ni · b + ai−1,  �� i = k..1;
N(s) = N0.

K2L

N��*���� Ni ��"�� �&�*�%�"� ��&��7 �����( i. � ����#�� " *�%&��
��<�� ������&��) � �+�����6  N(s) '��(�6 S(N, b)� "���6;�6

����%) *�%&� �� � � ���*���6 N � �%��"���6 %� %� b�

�������

• N(21011(2)3) = 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 8 + 2 + 1 = 11-

• N(21011(2)3) = ((1) · 2 + 0) · 2 + 1) · 2 + 1 = 11-

• N(28BAD(16)3) = 8 · 163 + 11 · 162 + 10 · 161 + 13 · 160 = 32768 + 2816 +
160 + 13 = 35757-






F!��� !�%�� %&���6;�# �����!�$
 !�" #$%� �
��� ���������� �	�����
�� � �
� �
�	 ��&

������ '&�� ��
����%��!� �������"� *�� �������� *�%&� N �!��� " �����9 b.%� %�

�"� ����%�$
s1 = 3ak−1ak−2...a1a0 (b)5

�
s2 = 3ck−1ck−2...c1c0 (b)5

K�&��� "���"���� �����%�"����! �����*�;�7 ��&�9  +�&�� ����.
�9 ����%�L� � �� "%� ai = ci� �� �� �� '��!�&� K/L N(s1) − N(s2) =∑k−1

i=0 (ai − ci)bi. ����%#� ��� "��!�<��� !��<���&) b �� %�+�� =��
%�!!� !�<�� ����%��"��) " "��� (p · b + q)bm�  �� p� q� m J (�&���
m ≥ 0� 0 < |q| = |am− cm| < b� 4�%�&)� N(s1) = N(s2)� �� p · b+ q = 0�
%&���"���&)��� q = −p · b� *�� ��"��!�<��� �� � q �� ��&��%# ��
b� 4�&�*����� �����"���*�� �����"��� ��"��!�<��%�) %�;�%�"�"���#
���&�*��7 ����%��"&���9 *�%&��

��"� #�!������ �������
 ��� ����� �����

-���%���%�"���� �� '��!�&� (2) "�"����%# �& ����! "�*�%&���#
*�%&�"� � ���*���# �� %�����#! *�%&� b K� � !�<�� �%��&)��"��) �&#
����"��� b.�*�� � *�%&� " 10.%� %�L�

(�)�	
�� *�+

����+ b > 0� k > 0 K*�%&� (�'�L� ��+�� aiO

N := a0O S := b KR ����&�"��� %�����)�

S J ���*����LO

(�& �� i �� � �� k P �

N := N + ai · SO

S := S · bO
���(T(�&�O

�����+ N

�& ����! A1 "���&�#�� 2k−2 �����(�9 �!��<���# � k−1 �����(�6
%&�<���#�

F� '��!�&� (4) "�"����%# ��� �9 �& ����! K%7�!� �������L�
(�)�	
�� *�+

����+ b > 0� k > 0 K*�%&� (�'�L� ��+�� aiO

�



N := ak−1O

(�& �� i �� k P / "��� �� 0

N := N · b + ai

���(T(�&�O

�����+ N

�& ����! A2 "���&�#�� k − 1 �����(�6 �!��<���# � k − 1 �����.
(�6 %&�<���#� �������� *�� !��)8� � *�%&� �����(�9 " �+;�! %&�*��
����%����*��� D+� �& ����!� ����%�6� ��&�*�� �����*�;�7 ��&�9 "
%���8�7 ����#��7 *�%&��

D+��;���� %7�!� ������� ���� �& ����! ��&�*���# �� *�%&� � �
b.�*��9 ����%� K� � !�<�� �%��&)��"��) �&# ����"��� *�%&� �� 10.%� %�
" b.%� %�L�

(�)�	
�� *�+

����+ N ≥ 0� b > 0O
U $V 0O

(�&

ai := N mod bO Kmod J �%���� �� ��&���# ��(�&�L

N := N div bO Kdiv J ��&���� ��(�&�L

U $V UW�

��� N �= 0O
X $V UO

�����+ ��+�� ai� k K*�%&� ���*�;�7 (�'�L

�& ����! A3 ��<� "���&�#�� !���!�&)��� (k) *�%&� �����(�9 ��.
&���# K��!�*����$ ��� ���&���(�� �� !�8����! ���"�� *�%���� � �%��.
�� !�<�� ��&�*��) ����"��!����L�

�&# ����"��� "��*��6 �� �& ����!� A3 ���� ���*������ ��&��) ��
b 3%��&+��!5 %��*�&� N � ����! *�%���� ���"� � ��&���#� "���� � �
�� ��� ��� �� ��%�� ��! 0� F%�!�# ����%) *�%&� ��&�*���%# ��%&���.
"���&)��! "���%�"����! "%�7 �%����" %���"� ��&�"��

4���"�� *�%&� �� b1.%� %� " b2.%� %� !�<�� "���&���) " �"� ����!�
*���� ��%#��*��6 �&� ����#!�6$ " �& ����!�7 A1 � A2 "�*�%&���#
%&����� "�%�� " b2.%� %�� � " �& ����!� A3 J " b1.%� %�

�0
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• 4 5 67, 8 5 6+ • 4 5 9:6;7, 8 5 9<+ • 4 5 6<;=>, 8 5 9=

�� � �� �� � ����� �� � ����	
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� � � �� � � 
� � �

S(N, b) = 210111(2)3 S(N, b) = 24B35(16)3 S(N, b) = 226507(10)3

��$� ������
���	�� �����������	�� �����

4���%��"&���� ��9%�"���&)�� � K"�;�%�"���� �L *�%&� " �����"�&).
��9 b.%� %� ��&�*���%# �%��%�"����! �+�+;����! ���"������7 ��%%�<.
����9 �&# (�&� �� N���%) "���

al−1al−2al−3...a2a1a0.a−1a−2a−3...a−i...(b)

����%��"&#�� %!�8����6 b.�*��6 ���+) K"��!�<��� +�%���*��6L� "
�����9 b.�*��# ��*� �����&#�� 0.9 � −1.9 ����#�� K(�&�6 � ���+��6
*�%��L� ��%&�"�� ���*���� =��9 ���+�$

N(s) = al−1b
l−1 + ... + a0b

0 + a−1b
−1 + ... + a−ib

−i + ... =
l−1∑

i=−∞
ai · bi. K�L

Q%&� " ���+��9 *�%�� *�%&� ���*��� *�%&� ����" k� �� ��<��9
����% %�!!� ��"�� −k� ����*��6 ���+��6 *�%�) *�%&� !�<�� ��<�
����%��"��) " "��� K%��"���� % '��!�&�9 (3)L$

Nf(s) = (a−1 + (a−2 + (a−3 + (...)/b)/b)/b)/b, K�L

*�� ���"����  %&���6;�!� ����������!� ������&���6$

N−k−1 = 0;
N−i = (a−i + N−i+1)/b;  �� i = k, ..., 1;
Nf (s) = N−1.

KCL

���+��# *�%�) !�<�� +��) +�%���*��9 � �������*�%�9�

��



�������

• Nf (21.101(2)3) = 1 · 20 +1 · 2−1 +0 · 2−2 +1 · 2−3 = 1+0.5+0.125 = 1.625-

• Nf (20.101(2)3) = (1 + (0 + (1 + 0)/2)/2)/2 = (1 + (0 + 0.5)/2)/2 = (1 +
0.25)/2 = 0.625-

• Nf (20.01(3)3) = 1 · 3−2 = 1/9 = 0.(1)-

��%� #�!������ �������
 ��� �����������	��

�����

��9%�"���&)��� *�%&� !�<�� ����"����) " ��� �6 %�%��!� �� *�.
%�#!$ ����&)�� (�&�6 *�%�)� ����&)�� ���+��6� 4��"�9 ����&� ��!�9
�& ����! ����"��� ������ *�%�� �� ��%#��*��9 %� %� " &6+�6 b.%� %�
�%��"�� �� ��!� *�� (�&�# *�%�) *�%&� Nf · b (0 ≤ Nf < 1) ��"�� ���"�9
(�'�� ���+��9 *�%�� *�%&� Nf " b.�*��! ����%��"&���� K=�� "���� ��
'��!�&� K�LL � "�*�%&#�� ���! �+����! "%� (�'�� ���+��9 *�%�� Nf $

(�)�	
�� *,+

����+ Nf (0 ≤ Nf < 1)� b > 0O
U $V P�O

(�&

ai := [Nf · b]O K[x] P "�#��� (�&�9 *�%�� *�%&�L

Nf := Nf · b − aiO KNf �%����%# " ��! <� ���������L

U $V UP�

��� Nf �= 0O
X $V UO

�����+ ��+�� ai� k K*�%&� ���*�;�7 (�'�L

�& ����! A4 ���&� �*�� �& ����!� A3� �� !�<�� �� ��"��8��)%#�
�%&� ������ *�%&� �� ����%��"�!� ���*��9 ���+)6 " b.%� %� -� ������
" �%&�"�� ���*���# (�&� ����&����&)�� ���"��#6�� �� ��%�� &� &� i
������� � �����&)�� � ���*���# K���+��!�9 ��*��%��L�

�& ����!� A4 ���+���%# k �!��<���9 K"���<���� Nf · b !�<�� "�.
*�%&#�) " (�&� ���� ��� � 7�����) " ���!�<���*��9 ����!����9L�
D+�����9 ����"�� K"�*�%&���� ���*���#L ���+��9 *�%�� �� '��!�&�
(5) ���&� �*�� �& ����!� A1�

(�)�	
�� *�+

����+ b > 0� k ≥ 0 K*�%&� ���+��7 (�'�L� ��+�� aiO

Nf := 0O S := 1/bO KS ����&�"��� %�����)� Nf J ���*����L

�/



(�& �� i �� −1 "��� �� −k

Nf := Nf + ai · SO

S := S/b

���(T(�&�O

�����+ Nf

:��!� �& ����!� ���+���%# 2k �����(�9 �!��<���# � ��&���#� Y
��<� k �����(�9 %&�<���#� � �� �� #"&#��%# ����!�&)��!� 4��!��##
'��!�&� (7)� ��&�*��! �& ����! "�*�%&���# Nf (s) �� %7�!� ��������
���&� �*��9 �& ����!� A2 � ���+�6;�9 k %&�<���9 � k ��&���9�

(�)�	
�� *-+
����+ b > 0� k > 0 K*�%&� (�'�L� ��+�� aiO

Nf := 0O
(�& �� i �� −k �� P�

Nf := (ai + Nf )/b

���(T(�&�O

�����+ Nf

4���"�� ���*�� � ��9%�"���&)�� � *�%&� %"����%#  ����"��� (�.
&� � K+�� �����&���# �� (�&�6 � ���+��6 *�%��L� �%&� ��!����)� *��
*�%&� N " b.%� %�� �!�6;�� k ���+��7 (�'�� ��� �!��<���� �� bk %��.
��"��%# (�&�! K=�� �!��<���� %���"��%�"��� %�"� � ��*� �� k ����(�9
"���"�L� �& ����! ����"��� �� b1.%� %� " b2.%� %� " =��! %&�*�� �!��� "��

(�)�	
�� *.
• ��9�� (�&�� N1 = N · bk

1 K�!��<����! �&� %�"� �! ��*�O

• "���&���) �&# N1 ���� �� �& ����!�" A1, A2, A3O
• �����&��) ��&�*����9 ����&)��� �� bk

1 " %�%��!� b2�

�������


�%� ��! 
? 
�%� ��! 
7

• Nf = 0.375, b = 2 • Nf = 0.1, b = 2 • s =2101.101(2)3

N−1 = 0.375 N−1 = 0.1 s1 =2101101(2)3

N−2 = 0.75 a−1 = 0 N−2 = 0.2 a−1 = 0 N(s1) = 23 · N(s)

N−3 = 0.5 a−2 = 1 N−3 = 0.4 a−2 = 0 N(s1) = 45 @
9A

N−4 = 0.0 a−3 = 1 N−4 = 0.8 a−3 = 0 N(s) = 45/8 = 5.625

N−5 = 0 N−5 = 0.6 a−4 = 1

S(Nf , b) =20.011(2)3 N−6 = N−2 a−5 = 1

S(Nf , b) =20.0(0011)(2)3

�1
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�����������	�� �����

����*��%�) ����%��"&���# ����� � ��9%�"���&)�� � *�%&� N " ��.
�����9 b.%� %� ��"�%��� � "����� �����!��� �� �& ����!� A4� �� �� ��
��"��8���%# &� ���(�%% ��%�*���# (�&�9 *�%�� �� �����"�����# �*�.
�����9 ���+� �� b ��&�*����! ��&�"� � �%����� :�� ��"��%�&)�� ��!��
+���� &� *�%&� N · bk (�&�! �&# �� �.&�+� ������&)�� � k�

D*�"����� *�� ����(����&)��� *�%&�� �� ����%��"�!�� " "��� ��.
��8���# �"�7 (�&�7� �� !� �� +��) ���*�� ����%��"&��� �� " ��9
%� %� �&# ��(����&)��7 �������! ���*��%�� ����%��"&���# %&�<��
%&���6;�# �����!�$

 !�" /���	��
��� �	�%0 p
q ������ �	�����
�� � �� �� �

�������
� � � ��� 
 ���0�� � ��� ��1��2 ��)�� �� �
���

� 	����3�
� � �� �	���� ���3
��
 ������ � ���� 3
	����3�
 �  ���
����� �����	�
� � 1�
�������"�

�&# �������&)%�"� ��%����*�� ������)� *�� ������ �%&�"�� ��".
��%�&)�� ��!�� *�� 1

q = nb−k �&# �������7 (�&�7 n � k� A�;�%�"����
��<� �%&�"�� ��%�����!�%���

������

� �0� 123/675 ����B�� * 15C(- (-, ��� ��� 675 = 33 · 52, 15 = 3 · 5 � *(�
(�!��D����� 675 @3 � 5A *$�'E� *  �F��D���� 15G ��� �'�� *�'���, B�� 1/675 =

5 · 15−3 = 0.005(15) , .�H��!� �($�'��E ' �0� ��D� ����B��- �� D� ' �0� 0�'��
0�(����B��& * 10C(- (- � 25C(- (-, *  �F��D���� �(��*���E ���� #$ ��� 3-

�&# �����*�%� � ��� ��!!���"���# % �%��&)��"����! !�8����9
���'!���� "�<�� %&��%�"�� �� =��9 �����!�$ ���+) 1

10 �� �!��� �.
��*�� � ����%��"&���# " �"��*��9 %� %� A&���"���&)��� +�&)8��%�"� �.
��*��7 ��%#��*��7 ���+�9 ����%��"�!� " �"��*��! �!�)6���� &�8)
���+&�<���� � "�*�%&���# % ��!� ���"��#�  ��#"&���6 �� ��8��%���

��*� +�
�	�� ������� ������	��

Q%&� �%��"���# �"�7 %� %� b1 � b2 %"#���� %�����8����! b2 = bm
1 �&#

������� � ������&)�� � m� �� ����"�� *�%&� �� ����9 %� %� " ��� �6
!�<�� "���&���) ���;�� ���� %� %� ����"�6�%# ���
��	��

A ��������! (�'�� " b1.����%� *�%&� �� m �� ��*� "&�"� � "���"�
K��+�"�" ��� ��7"��� (�'� ��<��� �&�*�%�"� �����*�;�7 ��&�9L$
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0...ak︸ ︷︷ ︸ ... aim+m−1...aim︸ ︷︷ ︸ ... am−1...a0︸ ︷︷ ︸ . a−m+m−1...a−m+0︸ ︷︷ ︸ ... a−jm+m−1...ajm+0︸ ︷︷ ︸,

A′
k ... Ai ... A0 . A−1 ... A−j

����! ��<� % ��������! %&� ��!�� " '��!�&� (5) K��� %����<�� !��.
<���&) b1 " %������� ��"��9 ����%� (�'��L� "���%�! �� %�+� ��
�<��9  ����� i �+;�9 !��<���&) Kbim

1 = (bm
1 )i = bi

2L � �+����*�! �&#
�<��9  �����

Ai = aim+m−1b
m−1
1 + aim+m−2b

m−2
1 + ... + aim+1b

1
1 + aimb0

1. K
L

�� �� ���*���� �%7���� � *�%&� !�<�� +��) ����%��"&��� " "���
N(s′) = Ak′ · bk′

2 + ... + Ai · bi
2 + ... + A0 · b0

2 + A−1 · b−1
2 ...A−j · b−j

2 ..., *��
�� ������&���6 %�"������ %� ���*����! ����%� �� � <� *�%&� " b2.%� %�
@ (�'��!� Ai� �%&� ��!����)� *�� Ai ��9%�"���&)�� !� �� �����!��)
"%� ���*���# �� 0 �� bm

1 − 1 = b2 − 1.
F��� �������� *�� ����"�� (�&� � �&� ���+�� � *�%&� " �����6

%�%��!� % +�&)8�! �%��"����! !�<�� +��) "���&��� +�� ���!�<���*.
�� � "�*�%&���# ���*���# K�&� ����"��� " 10.%� %�L +�&�� ���%��! �&.
 ����!�!�

(�)�	
�� *4+
����+ b1 > 0� b2 = bm

1 � b1.����%��"&���� *�%&�O
• ���+��) *�%&� ��  ����� �� m (�'�� ��*���# �� ��*�� " �+�

%������ K�%&� " ��9��7  �����7 (�'� !��)8� m� ��+�"��) �����*�;��
��&�$ " (�&�9 *�%�� %������� " ���+��9 %����LO

• ��!����) �<��6  ����� b2.(�'��9 �� '��!�&� K
L �&� ��+&�(�O
�����+ b2.����%��"&���� �%7���� � *�%&��

���&� �*��� ��%%�<����# �+�%��"�"�6� � �& ����! �+����� � ��.
��"����

(�)�	
�� *5+
����+ b1 > 0� b2 = bm

1 � b2.����%��"&���� *�%&�O
• ��!����) �<��6 b2.(�'�� (���*�9 �� m b1.(�'� �� '��!�&� K
L

�&� ��+&�(�O
• ��+��%��) �����*�;�� ��&� %&�"� � %���"�O
�����+ b1.����%��"&���� �%7���� � *�%&��

��



�������

b1 = 2, b2 = 16 = 24, b3 = 8 = 23

��0��"# .� ���'� �*��

b1 → b2

0000(2) = 0(16) 0100(2) = 4(16) 1000(2) = 8(16) 1100(2) = C(16)

0001(2) = 1(16) 0101(2) = 5(16) 1001(2) = 9(16) 1101(2) = D(16)

0010(2) = 2(16) 0110(2) = 6(16) 1010(2) = A(16) 1110(2) = E(16)

0011(2) = 3(16) 0111(2) = 7(16) 1011(2) = B(16) 1111(2) = F(16)

b1 → b3

000(2) = 0(8) 100(2) = (48)

001(2) = 1(8) 101(2) = 5(8)

010(2) = 2(8) 110(2) = 6(8)

011(2) = 3(8) 111(2) = 7(8)

)� �*�'

1 7 2 5 7 5 0 . 5 2 2 5 5 4(8)

001 111 010 101 111 101 000.101 010 010 101 101 100

1111010101111101000.1010100101011011(2)

0111 1010 1011 1110 1000.1010 1001 0101 1011

7 A B E 8 . A 9 5 B(16)

������� %� %� !� �� �%��&)��"��)%# � �&# �%�����# ����"��� !�<��
�������!� %� %� -����!��� �&# ����"��� ����%���� � "�8� �"��*�� �
*�%&� " ��%#��*��� ����!�� "���&���) %��*�&� ��"�8���� �%��"���#�
%�<�!� �� 16$ �&# ����"��� *�%&� " 10.%� %� �� 16.%� %� ���+���%# "*��"���
!��)8� =&�!�������7 �����(�9 %&�<���# � �!��<���# K��&���#L� *��
%��<��� "���#���%�) �8�+� ��� ��*��7 "�*�%&���#7�

���,� -	�����
��	�� 
�!������

��� 
��.�������)�� ����
���

�����)� � �� �%����"&��� "���!���������*��� %���"��%�"�� !�<��
*�%&�"�! ���*����! � � � (�'��"�9 ����%)6 � ���"�&� �7 "���!�� �
����"���� �+����! "��!���� �� ��� *�� "%� �� ����"��!�� ���������

��



�& ����!� �&# ���'!���*�%�7 �����(�9 %&�<���#� "�*�����#� �!��.
<���# � ��&���# K" ��! *�%&�� ��"�%���� �;� % ��*�&)��9 8�&� "�.
*�%&���# 3%��&+��!5L #"&#6�%# ��	������	�� ����!� *�� �������6�
"7����!�� "�7����!� � ���!�<���*��!� �����!� � %����!� %�!.
"�&�" K����"L� A�!"�&)��� "�*�%&���# #"&#6�%# ���	�����	� " ��!
%!�%&�� *�� !�����&���6� ��&)� ����!�� �� �+��;�#%)  �7 ���*�.
��#! K%!�%&�L� ��
����������� K��"&�*����L �� %!�%&� �����7 ���.
&�*��9 ������� � ���%���� �& ����!� " ���!���7 *�%�� %�!"�&)��7
����+����"���9 #"&#��%# ����! �� �%��"��7 !�����" ��� ��!!���"�.
��# �+��+��� �����7 �����"�&)��9 �������� 4��<�! =�� �� ���!���
�& ����!�� ���"�&#6;� � %&���"��) �"� (�&�7 �&� ��9%�"���&)��7
*�%&� 3%��&+��!5 " ��%#��*��9 %�%��!��

(�)�	
�� *�6+
����$ �"� %���� (�'�� ����%��"&#6;�� %&� ��!��O ����(��
• "���"��"����$ ��%��&�<��) %&� ��!�� ���� ��� ��� �! " �����.

"�&)��! ���#�� ��� *��+� ����#�� % ������"�! "�%�! ��7���&�%)
��� ��� ��� �!O �%&� ���.�� *�%&� ���*� ��� �7 %&�"� �&� %���"��
����&���) � � ��&#!�O

• ��*�&)��� �%����"�$ �+��&��) (�'�� ������%� " %&���6;�9 ���.
�#�O �%����"��) ����&)��� ��"��! ��%��9 %����O

• ���� �� ���;�!� ����#�� �� !&��8� � �� %���8� �$ ������&��)
%�!!� ������%� � (�'� " %��&+(� ���;� � ����#�� *�%�&O !&��8�6
(�'�� %�!!� ����%��) " ���;�9 ����#� ����&)����� %���8�6 J " ��.
����%O ������������

• ���*����$ �%&� ������% �� ��"�� 0� ����%��) ������% " ��*�&�
����&)����O

�����$ %����� ����%��"&#6;�# ����&)����

Q���%�"����� !�%�� " =��! �& ����!��  �� ���%��%�"��� �+��;����
 ���*���#! (�'��"�7 %�!"�&�"� J =�� ������#���� %&�<���� " (�.
&�� ��9%�"���&)��� �� ���� � &�8) "��� ����" 3/5 � 315 ��&)�# ��.
"&�*) ��'��!�(�6� *�� ����&)����! �7 %&�<���# +���� ��� 3�5� :��
%"�����# !�<��� �����)� �����!��� �"�!# ��+&�(�!� %&�<���#$ " ��.
��9 �&# �<��9 ���� (�'� ����%��) !&��8�6 (�'�� ����&)����� "
��� �9 J (�'�� ������%� K305 �&� 3�5LO �%*����" ���! �+����! "%�
��!�� �*�%&����� %&�*��� !�<�� ��!����) �����(�6 %&�<���# ���*�.
��9 �����(��9 "�+��� ���� �� ��+&�(�� KN��*�"�# " ���%�"� ��+&�(�
�!��<���#� !� ��%����&� ��<��L ���+� �*�%�) %&�<���� % ������%�!�
!�<�� ��"�%�� �"� ���� ��+&�( �&� ����%��) " �<��6 &��� �� �"�
(�'���

�C



�����) ���"�� ��9%�"�� " (�&� !�<�� ��!����) ���!$ ������&��)
�� ��+&�( %&�<���# �� ������%� � �"�! (�'��! " ���;�! ����#�� %&�.
 ��!�7 (�'�� ����&)���� � ������%�� � �� �& ����!� �%*����� "%#��
�+��;����  ���*���#! (�'��

�& ����! A10 ��!�*���&�� ��!� *�� ���!���!  �����"�&)��9 ����.
(�����9 %� %� ��� %���"��%�"�6;�9 ��!��� ��+&�( %&�<���#� -�������
�+�+;��) �& ����! A10 �&# ����"��!���� � %&�<���# ��%�&)�7 *�.
%�&� � ��<� ���&� �*��!� ��%%�<����#!� ������)� *�� �& ����!�
"�*�%&���# 3%��&+��!5 �&# "�*�����#� �!��<���# � ��&���# ���.
"��%�&)�� ���!���!�  �����"�&)��9 %� %� ��� ��!��� %���"��%�"�6;�7
��+&�(�

�������
��D� . �*�'��� ��0��"� '�E � ��B��& (- (- @* (��0��$ ���F��  �F������

�.� �"��, �(�� 0#� ('���� .� ���(A+

(��D����@( .� ���(�!A .� ���( (��D���E �!��D����
I = 9 6 II = 9 6 J = 9 6
= =@9A 9@6A 6@=A = = = =@9A = = = =
9 9@6A 6@=A =@9A 9 = =@9A 9 9 = 9 6
6 6@=A =@9A 9@6A 6 =@9A 9 9 6 = 6 99
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 ��	��
	�� ������� ������	��

� b.%� %� *�%&� b "%� �� �!��� ����%��"&���� 310(b)5� �!��<���� ��
b %"����%# ���%��  ����%�"���6 0 %���"�  (�&�!� *�%&� �&� K*�� ��
<�L� %�"� �! b.�*��9 ��*� �� ���� ����#� "���"�� D+�����$ ��&����
�� b ��"��%�&)�� %�"� � ��*� �� ���� ����#� "&�"� �&� ��+��%�"���6
!&��8�9 (�'�� (�&� � *�%&� J ��� ��&���� ��(�&��

���&� �*�� *�%&� bk "%� �� ����%��"&#��%# �����(�9 % k ��&#!��
� �!��<���� K��&����L �� bk %"����%#  %�"� � ��*� �� k ����(�9
"���"� K"&�"�L� D%����! �� ��&���# (�&� � *�%&� ��(�&� �� bk #"&#��%#
*�%&�� %�%��"&����� �� k !&��8�7 (�'�� ��+�"&���� k ��&�9 %���"� �

�




��+��%�"���� k !&��8�7 (�'� !�<�� ��%%!����"��) � �"� ��"��
�����(�� ����	�
�������� ������ �� k ����(�9�

����� /���		���� �����	�� 
��.����)�

�"��*��# %�%��!� ���!�*���&)�� %���� ���*�7 ����(�����7 %� %�
�%��&)��"����! !���!�&)�� � �&�*�%�"� (�'� J �"�7� ���*�! �%�.
+����7 J 0 � 1� 4�� %�7������� "%�7 �+;�7 %"�9%�" ����(�����7 %� %�
�"��*��# �!��� �#� ������%��7 �%�+����%��9�

��+&�(� %&�<���#� ������%� ��� %&�<���� � �!��<���# " �"��*��9
%� %� �!�6� %&���6;�9 "��$

W 0 � WW 0 � Z 0 �
0 0 � 0 0 0 0 0 0
� � 0 � 0 � � 0 �

Q%&� %���%��"��) ��&6 &� �*�%�6 3&�<)5� � �����(� J 3�%��.
��5� �� ��+&�(� %&�<���# %�"����� % ��+&�(�9 ���*���9 �&# &� �*�.
%�9 �����(�� 3�%&6*�6;�� �&�5 K�����6 ��=��!� �;� ����"�6�
3%&�<����! �� !���&6 /5L� � ��+&�(� �!��<���# � ������%� ��� %&�.
<���� J % �����(��9 3�5� -� =��! %�"������� �����(����� �%��"���
%7�!��# ���&���(�# " �!�)6����7 ������#���9 �"��*��9 ���'!���.
� % ��!�;)6 ���!���"��7 &� �*�%�7 =&�!����" K"����&�9L� ���.
 �# ���&� �# J 3!���!�%��#5$ �������� "����)� *�� ab = min(a, b)�
� a + b = min(a, b) + max(a, b).

-����(� �� � �!��<���� &6+� � *�%&� �� 0 �&� 1 ���"��&)���
�!��<���� 3%��&+��!5 !�� ����*��7 *�%�& " �"��*��9 %� %� ���&���.
��%# ��&)� % ��!�;)6 �����(�9 %&�<���# � %�"� ��
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����� 1��(	���� 
��.�������)�� 
�!�������

N������ ��!#�� �� 7������� *�%�& � "��!��� �� "���&����� �����.
(�9 % ��!� ��"�%#�� �*�"����� �� �&��� ����%� *�%&� " (�'��7 ��+�*�9
%�%��!� %*�%&���#� �&# �������9 b.%� %� %&���6;�� "�&�*���$ kN J
�&��� ����%� K������&)�� �L *�%&� N � Nk J !�%�!�&)��� ������&).
��� *�%&�� ����%�"��!�� k (�'��!�� %"#���� %�����8���#!�$

kN = [logbN ] + 1, %'� [x] − ���0���1�� "����, �� . �*#1�KL�� x;
Nk = bk − 1.

@:A

���7��� �(��� �&# ���!��� ����&)���� ���'!���*�%�9 �����(��
��� ����9 (�&�7 *�%�& N1 � N2 K��%�) N1 ≥ N2L ���"�$ �&# %&�<���#
� "�*�����# J kN1 +1� �&# �!��<���# J kN1 +kN2 � �&# ��&���# J kN1

K�� � N2 ≥ 1L�
�&# ������&���# "��!��� �%��&����# �& ����!� ���+���%# ��*���

������ "��!��� �%��&����# �<��9 =&�!�������9 �����(��� D����
%�9*�% ��% ������%��� ��&)� �(��� ���#�� ��%�� =�� � "��!���� �
'��(�# T (k)� �&# *� � ��%����*�� %*����) �&���&)��%�) �<��9 ���.
��(�� �&� '�� !���� �& ����!�� �� ��"�%#;�7 �� k� �������9 ��"�%�.
��9 ��%�����9� -����!��� "��!# "���&����# =&�!�������7 ������#�.
��7 �����(�9 %&�<���#� �!��<���# � ��� ��� "�+��� �� ��+&�(�! #"��
�� ��"�%�� �� �&��� �%7����7 *�%�&�

�& ����!� %&�<���# %����<�� ���� ���7�� �� "%�! ����#��! *�%.
&�� ���*�! �<��9 ����#� �+��+���"���%# �� +�&�� ���� � ����� 4�.
=��!� "��!# ��+��� �& ����!� %&�<���# &���9�� �� k$ T����(k) ∼ k.
�& ����!� �!��<���# � ��&���# "���&�#6� %&�<���� � "�*������
��%�&)� ��� K�� +�&��� *�! kL� %� %�"� �! �� ���� ����(�6� �� �
"��!# %&�<���# &���9��� "��!# �!��<���# � ��&���# "������*�� ��
k$ T��� ∼ k2� T���(k) ∼ k2.

� %�%��!�7 �!��� �!�)6����" �%�) �!���� ���� %&�<���# �
�!��<���#� ������ ��+���6� �� % ����&)��!� �"��*��!� (�'��!�
K+���!�L� � %  �����!� (�'� %���� K+�9��!�� %&�"�!�LO ��� �+�*��
��%%!����"�6�%# � =&�!��������� 4��"������� "�8� �(��� %�7��.
�#6� %"�6 %�&�� �%&� ��!����) +���"�6 %� %� �����9 �9 K%� %�����)6
�����%�� ��"��9 �&��� %&�"�L� D+�*��� �%&� ��*) �� ���� � ���&���.
(�� %��(��&)��7 �& ����!�" ��=&�!�������7 "�*�%&���9 �&� !�� �.
����#���9 ���'!���� K�&# *�%�&� ����!�6;�7 ��%�&)� !�8����7
%&�"L� �� �&��� *�%�& � "��!# "���&����# ��� ��!� �����(�����7
���'!���*�%�7 ��9%�"�9 %*���6� ��%��#���!��
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� ���

�� %�7 ��� " ��%%!����"��!�7 ����%��"&���#7� '��!�&�7 � �& �.
���!�7 �� �&��� ����%� *�%&� �� ��&���"�&�%) ����7 � ����*�.
��9$ �&�*�%�"� (�'� %&�"� � %���"� �� ��*� !� &� +��) %�&) � ����
+�&)8�! K�� ���*��!� ���*� '��!�&� � �& ����!� +�&� +� ��"�.
*�%&�!�!�L� 4�� "�*�%&���#7 3�� +�!�<�5 �� "������� ���+&�! %
�"�&�*����! ����#���%�� *�%�&$ ��<��� (�'�� "%� �� !�<�� ����.
%��)� � !�8����9 ��!#�� �� ����%) *�%&� ��&���"�6�%# � ����*�.
��# �� �&���� ��.�� *� � ��� "�*�%&���#7 !� �� "������) ���� %�.
���(��� � ������&����� � �����# ��*��%��� D%�+����%�� 	�������
����	�
���� ��%%!����"��!�9 " =��! �����&�� %"#���� %� %"�9%�"�!�
���&�*��7 '��!���" �����"���# *�%�& " ����#���9 %��� � ���+�.
6� ���"�&)��9 �� �����(�� ���(�%%� "�*�%&���9 % �*���! "��!�<��7
�8�+� � !���!���(�� �� ��8��%���

�� � ���<��� �%&� �� � �"����� ����� "%� ����&)���� "���� �&#
�����"�&)��9 %� %� K+�� ���*����# �%��"���#L� 7��# " ���"�6 �*����)
�������!�"�6�%# �"��*��# %� %�� ������ �9 � ��%#��*��#� ����%��"&#.
6;�� �����*�%�9 ������%�

���� /!�
	���	�� ������
���	�� ����� �
����	��

���)��

4�!#�) �!�)6����� ��"���!�6 �&# 7������# *�%&� �&� ��� � �
=&�!���� �����7 " *�%&�"�! ���� ���+�� ���%��) !���&)6 ���������
��
�� J !�%%�"� K&���9��9 ��+&�(�L b.�*��7 ����#��"� �!�6;� � ��.
%��#���� ���	�� k � ���	�
� ������&#6;�9 %!�%& ����&)��7 ����#.
��"� �%� ����(�� K����#��L ����#���9 %��� ��&<�� +��) ����&����
��!�.�� ����%��!�!� (�'��!�� �� �� ��!#�) �� !�<�� ��%��"��)�

>��!�� ����#���9 %��� �+�*�� ��"�� �&� ����� ���!��� !���.
!�&)��9 ����%��!�9 #*�9� ��!#�� K!�8���� � %&�"�L � ���!��� !�.
��!�&)��9 ���(�� �����7� �+��+���"��!�9 ����9 �!����9 ���(�%%�.
��� :�� ��%����� ������&#6�%# ��7�������9 ���(�%%��� � �&�*�.
%�"�! ����#��"� ������ !� �� ������"��)%# ����"��!���� �� ���(�%.
%���  ��!#�� �&� �+����� �� %�%��!��9 !� �%���&� K8���L �����7�
� +�&)8��%�"� �!�)6����" =�� �����(� ����� � +�9�� K
 �"��*��!
����#��!L�

/�



H��!�� ����#���9 %��� � ���"�&� "���&����# ���'!���*�%�7
�����(�9 ������&#6�%# ��7�������9 ���(�%%���� A�"��!����� ���.
(�%%��� �!�6� ��+����) % ����#���!� %���!�� ���&�*�6;�!�%# ��
���!��� � '��!��� K�����!��� �&# ��9%�"���&)��7 � (�&�7 *�%�&� %�
����! � +��� % ��������9 � �"�9��9 ��*��%�)6L� � #���7 ��� ��!!�.
��"���# !�����&���"���� *�%&�!� ����� � '��!��� ���&�����%# *����
���&�*��� �������� 
��� �������

���� ������
���	�� ����� �� �	
)
�


��.����)
 2�� ���0�34

����&) ���������� �����  !"#$%"&' $"(&%&)* ���%�"��� ����%��".
&���� ������(���&)�� � (�&�*�%&���� � ��������� [0...Nmax] " %���
����#���%�� k� � ����%� *�%&� ����%�6�%# ��&)� k ����#��" (�&�9
*�%��O (�'��� "�����6;�� " ����&)���� �����(�9 " ���*�7 ����#��7�
��%��6�%#� ��&�� ������ *�%&� ����%�"�6�%# ��&#!� %&�"��

>���#�� *�%&� ��!���6�%# %���"� ��&�"�$ %�!�9 ���"�9� 0.9 ���.
�#�� ����"���%# 	�����	� %�!�9 &�"�9� k − 1.9� J �
����	�

�������
5 k = 6 0
9 = 9 9 = 9

9=99=9
4 k = 5 0
= = = 9 9

99
6 k = 7 0
9 9 9 9 = 9 9

/////19=9999M=9999=99 @�(�B����A

�� %&����� �� '��!�&� (9)� !�%�!�&)��� ����%��"�!�� " b.�*��9
k.����#���9 %��� *�%&� Nmax(k, b) ��"�� bk−1 � ����%�"���%# k (�'��.
!� 3b− 15� 4��+�"&����  =��!� *�%&� �����(� ���"����  �+��&���6
"%�7 ���*�;�7 ����#��" � ������%� 1 " k.9 ����#�� �����9 �%����%#�
4�=��!� 3%&���6;�!5 *�%&�! �� !�%�!�&)��! +���� %��"� 0�

�%��!��!� *�� "�+��� k !&��8�7 (�'� b.�*�� � *�%&� N ��"��.
%�&)�� "�#��6 �%���� Q �� ��&���# N �� bk� ��"��#�� *�� N +�����	� %
Q �� 	��,�- bk� *�� ����%�"���%# � N = Q(mod bk) K���!�� 3!���&)5
���%) ��� �� %"#��� % �����!����9 �����(��9 ��+��%�"���# ����L�
���<�%�"� *�%�&� %��"��!�7 % Q �� !���&6 bk� J =�� "%� *�%&� "���

//



Q+n ·bk�  �� n J �����"�&)��� (�&��� �%� ��� �!�6� " k.����#���9 %��.
� ������"�� ����%��"&����� 4�=��!� "�#��� �%���� �� !���&6 ��"��.
%�&)�� ���"�����6 �%7���� � *�%&� " �����"�& [0...bk−1] ���+�"&����!
�&� "�*������! "�&�*��� !���&# �������� *�%&� ���� D���(���&)���
*�%&�� �����7 ��� " +������"�9 ���'!����� ���"��#�%# =��9 �����.
(��9  ��&�<���&)��![

�������

• 153 = 1(mod 8)

• −7 = 9(mod 16)

• 7 = 7(mod 16)

• 7 + 3 = 2(mod 8)

• 5 · 5 = 9(mod 16)

• Nmax(8, 2) = 28 − 1 = 255(211111111(2)3A

• Nmax(4, 16) = 164 − 1 = 65535(2FFFF(16)3)

�������"�� ����%��"&���� �%��&)����%# �&# �����"���# ����%�"
#*�� ��!#��� %*��*��"� ����%�" !�%%�"�"� =&�!����" ����*�%&���#
� ��� �9 ��'��!�(��� ������!�9 *�%&�!� ������&)�� � �#���

���� ������
���	�� ����� �� �	
)���

�����	�����	�� )��

����&) �������� �����  #$%"&' $"(&%&)* ���%�"��� ����%��"&���� (�.
&�*�%&���� � ��������� [Nmin...Nmax] " %��� ����#���%�� k� A���8�9
K&�"�9L ����#� ������� ��� *�%&� K0 J �&6%� 1 J !���%L� � �%��&).
��7 k−1 ����#��7 7���#�%# !&��8�� ���*�;�� (�'�� *�%&� K����#��
@ k−2 �� 0L� �%��&)��� ��%��6�%#� � � ��� +������"�! �����"�����
D*�"����� *�� ��� ���! �����"���� Nmin = −Nmax.

I������� *�%&� " "��� ���� � !���&# �� ������ ����"���%#
�����+��!$ ��&) �!��� �"�9��� ����%��"&���� K%� ����! � +��L� ��.��
*� � ����%��"�!�9 �������� %�<���%# �� �����(�� ��!� �� �� ��.�����.
!� ���&���6�%# �����(�� %&�<���# � "�*�����#� 4�=��!� �� ������
���!��#6� ��� �9 %��%�+ �����"���# J �������
������ ����

����&����&)��9 �� ���"�&#�� �����"��) bk ���&�*��!� ��+���.
!� (�'� (�&�*�%&����9 �����"�& [−bk−1... + bk−1 − 1]� 4�� =��! *�%&�
�� ��&�<���&)��9 ��&�"��� =�� � �����"�&� �!�6� �� <� ���� �
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��� +������"�! �����"���� K" %���8�! ����#�� 0 � �+%�&6���# "�&�.
*��� " �%��&)��7 ����#��7L� � ����(���&)��# ��&�"��� ���+��<���%#
�� "����6 ��&�"��� +������"� � �����"�&� [bk−1...bk − 1] �� ���"�&�
−N → bk − N K���� ���� *�%�& %��"��!� �� !���&6 bkL�

�������
�� 4 k = 6 0
0 = 9 9 = 9

+1101
�� 3 k = 5 0
1 9 9 9 9

−1 = 100000 − 1
�� 5 k = 7 0
9 9 9 = 9 9 =

−1010 = 10000000 − 1010

A&���6;�9 �& ����! "�*�%&#�� ����%��"&���� −N " ����&����&).
��! ��� " b.�*��9 ����#���9 %��� ���!��� k�

(�)�	
�� *��+
• ��!����) " ����%� *�%&� N �<��6 (�'�� �� ����&�����! ��

b−1� !�%�!�&)��9 (�'�� %� %� K�&# �"��*��9 %�%��!� =�� ��"��%�&)��
��"��%�� ����#��"$ ��!��� ��&�9 �����(�!� � ���+����LO

•  ��&�*����!� *�%&� ���+�"��) �����(�O
• "�#�) !&��8�� k ����" ����&)����O ��� ���+7���!�%�� ����&���)

��&#!� %&�"��
��9%�"�# �& ����!� A11 ��"��%�&)�� "�*�%&���6

((bk − 1) − N) + 1 = bk − N = −N(mod bk).

A"�9%�"� ����&����&)�� � ��� K���!��� %!� ��<�L$
• �& ����! A11 ���� ���"�&)��� ����%��"&���� �+�����7 �� ����

*�%�& J � ��&�<���&)��7� �� � ����(���&)��7� � *�%���%��� � �
��"������ ���!������  %"��!� ����&)���� "�%%����"&�"��� �%7�����
*�%&� N O

• �&# �"��*��9 %� %�$ �%&� �����%��)  *�%&� � � ��� %���8�9 (�'.
��9 � "���&���) �& ����! A11 ��� ��%8������9 ����%)6� �� ���"�&).
��9 ��� �+����� � *�%&� ��&�*���%# �"��!���*�%�O

• ��&) �!��� ����%�"����� ����%��"&����$ �& ����! A11 �&# ��&#
"����� %��"� ��&)O
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• �� <� %"�9%�"� �!��� !���!�&)��� ����(���&)��� *�%&� −bk−1�
�� �!�6;�� ��&�<���&)�� � 3��������5$ � � ����&����� ��"�� �!�
%�!�!��

�������

)�(�� 8 5 6, N 5 O+ ��E B�(�� (� F����! N . �*�'��# �%� . �'(��*�����
* '�.����������! ��'� � 0�FF����*�E ���� . ���"�E ��%� D� . �'(��*����EG
�����%�B�#� '���#� . �*�'��# '�E −N -

N	� s(N) N
/	� −N
/	 s(−N) −N

• � 0$000000� � /�� V /��.� �$������� .�

• ./ �$������0 /�2 / V /��./�2 0$00000�0 /

• /� 0$00��00� /� /1� V /��./� �$��00��� ./�

• .2C �$�0�000� /0� 2C V /��./0� 0$0�0���� 2C

• �/C 0$������� �/C �/� V /��.�/C �$000000� .�/C

• .�/
 �$0000000 �/
 �/
 V /��.�/
 �$0000000 .�/


• 0 0$0000000 0 0 V /��K\B] /��L 0$0000000 0

���� '����	�	�� 
��.�������)�� ����
���

� �
����	�� ���)�

����&����&)��9 �� ���+�� ��!� *�� ���"�&)��� '��!���"����
����"� � ����#�� ����&)���� ���'!���*�%�7 �����(�9 " ������#���7
�& ����!�7 !�<�� �%�;�%�"��) �� �&#���! �+����!$ � �%&� +� ��
+�& ���%�� ����&����&)��! %���8�! ����#��! *�%&��

��.���"�7� =�� ���"�&#�� ��+�"��)%# K� " ����"�9� �� � " +�����.
�"�9 ���'!����L �� ���&���(�� "�*�����# ����&)��! �& ����!�!$
��9%�"���&)��� �� � a − b = a + (−b)� ��%����*�� ����"�%�� "�*���.
�!�� " ����&����&)��9 �� � "���&���) %&�<�����

��."����7� ����"���%#� ������#���� %&�<���� *�%�& %� ����! �
+�� ���� !�<�� �%�;�%�"��) �����! �& ����!�! K�����!��� A10L$ !�.
����&#(�� % (�'��!� ������"�� ���&�*���%# &�8) %��%�+ ��������.
��(�� ���*�� � ����&)���� J � ����"� � �&� +������"� � *�%&��
K�&# �!��<���# � ��&���# =�� �� ���7���� +�� ����&����&)��7 ���.
"�����9�L

/�



A&���"���&)��� �&# ���&���(�� �����(�9 ���� %&�<���# �&# �+��7
!���&�9 ��%����*�� ���� � �& ����!��

4�� "���&����� �����(�9 ��� *�%&�!� �����9 ����#���%�� �����.
"����%# �� ����"��!�� ������������$ ��%8������ '��!��� +�&�� �.
���� � *�%&� �� +�&�� �&���� �� �&# =�� � � � ����#���# %��� ����&.
�#��%# %&�"� ��<��! *�%&�! %���8�7 ����#��"� ������ ����&�#6�%#
��&#!� �&# +������"�7 � ��&�<���&)��7 ����"�7 *�%�& � �����(�.
!� �&# ����(���&)��7 ����"�7 K=�� �����(�# ��<� ����"���%# ����
����	 ����������	 �����L� ����"��"���� *�%�& �+�*�� "���&�#��%#
"� "%��!� ���&)��9 ��!#�� ��<�� � ���!����

�	
�	
�#B�(����  �F��(�� 6;C7 '�E OC �F E'��& '*��B��& (����-

��� ������� ��� � ������ �� ������� ������

��� � ����!���!�� �������� ���"!���!� �� # ������ ��������

��� ������� �� � ������ �� ������� ���

$�� ������� �� � ����%�!&� ��� '&�� ��� (&� � )!&������� ���

��� � ����!���!�� �������� ���"!���!� �� �� # ������ ��������

��� #�����*���� �%�+��!� , ���������'��� ������� ����������

+�� ��!�����!�� �&��)��!� �&��"� ����*��� ��� ��&�!� ��������

���-%.&�& � ��%�+!&�%.��� �������� )!�%� ��

��!�B����+ .� �(����*�� �.� �"�& .� �*�'� * '�.���������#& ��' � F��C
��*�%�  �(1� ���E �� 1�%�$ $ � � . �*�'�� � ��!� D�  �F�������- �'����
. � H��!  �(1� E��(E *(�%'� .���D�������� B�(��-

:��� ���!�� �&&6%������� %��%�+ "�*�����# +������"�7 *�%�& 25
� 3� � ��<� %&�<���� +������"�7 *�%�& 25 � 253 % ����&)����! 22 =
278(mod 28)� ���! �+����!� �& ����! ������� � �&# +������"�7
*�%�&�

��"� ����	�� � �������	�	��

4�� "���&����� ���'!���*�%�7 �����(�9 ����&)��� !�<�� ��.
���)%# "��  ����( ����%��!� � �����"�&�� 4��"������ �� !���&6 K��.
��! �%�*���# ���*�;�7 (�'� " %���8�7 ����#��7L "���"��� ��&���.
��� ��&�*���� � ����&)���� �� �%����� �� :�� %����(�# ����"���%# ���
����������	 ��������� ��
��O ��� "��!�<�� " �+��7 ��%%!�������7
����%��"&���#7 � ��&<�� �����&���"��)%# "� ��+�<���� �8�+� "
"�*�%&���#7�

.���������� ������������  ����	�
������� �������*� �� �� "�7�� ��
 ����(� �����"�&� [0...bk − 1]� ��� %&�<���� ��"��%�&)�� ������%� 1
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�� %���8� � k − 1. � ����#�� " ��%�;�%�"�6;�9 k.9 K%�!!� +�&)8�
bk − 1� ���"������# %�!!� ����"���%# !��)8� �+��7 %&� ��!�7� *��
�����!�&)��L� 4�� "�*������ K+�&)8� � *�%&� �� !��)8� �L ������&.
����� ��"��%�&)�� ���!� 1 �� ��%�;�%�"�6;� � k. � ����#�� " %���.
8�9 k − 1.9 K�����%�) ����(���&)��� ���"������# �����%�) ����"���.
%# +�&)8� �!��)8��!� �� *�� ��<� �����!�&)��L� 4��(�%%�� �����&�.
���� =�� %����(�� �%����"�9 ���/�� �������� K@Y^^_ `YaL " �� �%���
%�%��#��#� �����9 !�<�� ���"����)� *��+� "���&���) �+��+��� ��.
����%��

���'!���*�%�9 ������% �� "%� �� ����*��� �8�+�$ =�� ���!�&).
��� #"&���� ��� ���&���(�� ���'!���� % !�� �����#���!� *�%&�!��
7����!�!� " ��%�&)�7 !�8����7 %&�"�7� F7 %&�<���� "���&�#��.
%# ��%&���"���&)�� �� !&��8� � %&�"�  %���8�!�� � %� ��& ������%�
%"�����&)%�"��� &�8) � ���+7���!�%�� ���+�"&���# ����&����&)��9
�����(�  %&���6;�!� %&�"� �&� "�*�����# �� �� �� �&# =�� � " %�.
%��!� �!��� ���(�%%��� �+�*�� �!�6�%# �!���� �%����"� %�%��#.
��# '&�<� ������%� � �!���� %&�<���# � "�*�����# % ������%�!
K���!�!L�

0������� ������������� �� �� "�7�� �� �����"�&� [−bk−1...bk−1 − 1]�
"������� ��� %&�<���� ��&�<���&)��7 *�%�& " %&�*�� ������%� 1 "
����"�9 k− 1.9 ����#� ����&)���� K���"������# %�!!� %����"��%# ��.
��(���&)��L �&� ��� %&�<���� ����(���&)��7 % ���!�! �� ����"� �
����#�� K���"������# %�!!� %����"��%# ��&�<���&)��LO ���&� �*�� J
��� "�*������� 4��(�%%�� �����&����� ����"�� ������&����� �%��.
��"�9 ���/�� ������������ KBbc^`Bd `YaL " �� �%��� %�%��#��#�

�� � �����(�� ���� %&�<���# �&# ����"�7 � +������"�7 *�%�&
���&���6�%# ����9 �!����9� '&�<� ������%� � ������&����# '��.
!���6�%# ����"��!����� �� �&# ����"�9 ���'!���� ��%�;�%�"����
%�%��#��� ������%�� � �&# +������"�9 J ������&����#�

�������
�A 9 + 99999== I 9 + 999===9 5 9A9+99=99=9, .� ���( 5 9, .� �.������� 5 =
/ B�(�� (� F����!+ @C?A I @C9;A 5 @C9:A M .� ���( �� �!��� (!#(��, �1�0��

���G
/ B�(�� 0�F F����+ 6;6 I 6?95@6;<IA67> M .� ���( ���F#*��� �� 0�FF��C

��*�� .� �.�������-
0A = + 9999999 I = + ======9= 5 9 + ======9, .� ���( 5 =, .� �.������� 5 9
/ B�(�� (� F����!+ 96> I 6 5 @6;<A C 96> M F����*�� .� �.�������G
/ B�(�� 0�F F����+ 96> I 6 5 96: M .� �.������� �� �!��� (!#(��, �1�0��

���-
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���	�� �����������	�� ������


��.����)
 ��!�� 	�����

?6+�9 ��9%�"���&)��9 �����"�& %����<�� +�%���*��� !��<�%�"�
*�%�&� �� � %�;�%�"�6� *�%&� % �����"�&)�� �&����9 � ��<� +�%.
���*��9 ���+��9 *�%�)6� �&# ����%��"&���# " ���*��9 ��!#�� ���.
!��#��%# ��%������(�# �����"�&�$ ���+����� � � �� ��%����*�� !�.
&�� ��������"�&�� " �<��! �� �����7 "%� *�%&� %"��#�%#  ����!�
� ��!� <� ����,������
���
��-� %����"#%)� ���! �+����!� �����&�.
*�!�!�� G����� %"���!� � �����"�&� ������&#�� !�%�!�&)��6 ���
�������
� �����
������� J ��&������ ���*���# �%����� � *�%&� ��
���*���# � � ����%��"&���#�

4��%��98�9 %��%�+ ���+����# � "�+��� ����%��"&���9 J �%�*����
���+��9 *�%�� *�%&� R ����� ������� � ����#��−k� 4�&�*��!�9 ����.
%��"���&) r �!��� �� +�&�� k ���*�;�7 (�'� " ���+��9 *�%�� � ����.
%��"&#�� "%� *�%&� �� �����"�&� [r...r + ε[�  �� ε = b−k J !�%�!�&)��#
�+%�&6���# �� ��8��%�)� ��"��# ��%%��#��6 !�<�� ����%��"���&#!��
��"��!����# "��&) "%�9 *�%&�"�9 �%��

��� �9 %��%�+ ���+����#$ �%�*���� ��%&� ����#�� −k % ��� &����!
�� −k − 1.!� J ���"����  ����%��"&���6 *�%&�! r %�!!����*�� �
�����"�&� [r − ε...r + ε[�  �� ε = b−k/2� � ���� "�"�� !��)8�6 �(���
!�%�!�&)��9 �+%�&6���9 �� ��8��%�� ��� ��! <� ��%%��#��� !�<��
����%��"���&#!��

�����9 %��%�+ ���+����#$ �%�*���� ��%&� k �
����� �����1�� ���.
�#��" *�%&� % ��� &����! J ���"����  ����"��!����! �� 8�����
%"���!�! �����"�&�!� % �;�6;�!%# "��� ��&#$ *�%&� r ����%��".
&#�� �����"�& [r − εr...r + εr[�  �� εr = b−k+p/2� p P ���#�� ���!�.
&���"���� � "�;�%�"���� � *�%&� r� 4� ��8��%�) ����%��"&���# ���%)
�
����
������� �� � ��"�%�� �� �+%�&6���9 "�&�*��� *�%&��

4� ��8��%��� "�����6;�� ��� ����%��"&���� ��9%�"���&)��7 *�.
%�&� ��%��� ��� &6+�7 ���'!���*�%�7 �����(�#7 ��� ��!�� � "����
�� %&���6;�7 '��!�&$

��%�) |x − x′| ≤ ε1� |y − y′| ≤ ε1� �� ��

|(x ± y) − (x′ ± y′)| ≤ ε1 + ε2�

|x · y − x′ · y′| ≤ min(|x|, |x′|) · ε2 + min(|y|, |y′|) · ε1 + ε1 · ε2�

>�%��;�# ����%��"����%�) "�*�%&���9 % ��9%�"���&)��!� *�%&�!�
���"����  ���+7���!�%�� ����"�����&)�� � ���&��� ��%*����7 '��.
!�& % �(���9 !�%�!�&)��9 �� ��8��%��� � ��<� %��(��&)��9 �� �.

/




����(�� "�*�%&���9� !���!�����6;�9 ��� -����!��� "�*�%&���� "�.
��<���# (a + b) · (c + d) ���� !��)8�6 �� ��8��%�) ��� ��%�����
%�+�� � "���<���# (a/b) · (c/d) J ��� ���� �������"� " ���� ���+)�

��%� ������
���	�� �����������	�� ������

.���
� � .�)�����
		�� ���)��

����&) ��9%�"���&)��7 *�%�& % '�%���"����9 ��*�9 ���&� �*��
����%��"&���6 (�&�7 *�%�& %� ����!$ ��� 7������� (�&�9 � ���+��9
*�%�� ��"����%# ��"�%���� *�%&� +���"� �� �� ���"#�� ��!���" ����#��"
*�%&�  ����#��! %��� '�%���"��� � ����(�# �����&#6;�9 �"��*��9
��*� ��"�%���� >���#�� ��%��%�"�6;�7 (�'� ����&�#6�%# �����*�.
;�!� ��&#!� %&�"� " (�&�9 *�%�� � %���"� " ���+��9� D���(���&)���
*�%&� !� �� 7�����)%# " ����&����&)��! ����

������
9; k� = 7 O > k� = 8 =
= = 9 = 9 9 = = = 9 9 9 = 9 9 9

I9=99== -=999=999///M==9999 @�(�B����A

4� ��8��%�) ����%��"&���# " �����9 !���&� ��"��!����$ ε = b−k�/2.
4���%��"�!�9 �������� J [−bk� + ε ... bk� − ε[.

���'!���*�%�� �����(�� ��� *�%&�!� % '�%���"����9 ��*�9
!�<�� "���&�#�) ������#���� ��%%!����"�# �7 +�� ��*�� � ����"��
(�&��� 4�%&� �!��<���# ��*� %��"��%# ����� 2k�.9 (�'��9 ����&)��.
�� %���"�� !&��8�� k� ����#��" ��+��%�"�6�%#� ���*�! �� %���8�!�
�� ��7 "���&�#��%# ��� &���� !&��8�9 (�'�� ����&)����� �&# ��.
&���# ����&�"�� ��&�!�� %�"� ���%# "&�"� �� p1 ����(�9 �� ��#"&���#
���"�9 �����(� " %���8�! ����#�� %���� � ��&���&) J "&�"� �� p2 ��.
��(�9� �� ��&�*���# !�%�!�&)�� � *�%&�� ������ !��)8� ��&�!� ��
��%&� p = p2−p1 +1 ������&#�� �&�*�%�"� ���*�;�7 (�'� ����� ��*.
�9 " ����&)���� K�&� �&�*�%�"� "���;�7 ��&�9 " ���+��9 *�%��� �%&�
p < 0L� Q%&� p > k�� ��&���� ��"���!� ��%� %&�8�! +�&)8�� *�%����
K������&�����LO �%&� p < −k� − 1� ����&)����! +���� !�8����9 ��&)
K����������&�����L� ��&���� !�<�� "���&�#�) 3%��&+��!5 K"�*���.
���! ��&���&# %� %�"� �! �%���� "&�"�L �� ��&�*���# p + k� + 1 (�'�
����&)���� K��%&���## (�'�� �%��&)����%# �&# ��� &���#L� N�!���!�
*�� ��� "���&����� ��� &���# ��<� "��!�<�� ������&������

/�



��&� ������
���	�� �����������	�� ������

.���
� � ��
�
35�� ���)��

����&) ��9%�"���&)��7 *�%�& % �&�"�6;�9 ��*�9 %&�<�� �&#
����%��"&���# *�%�& % !�%�!�&)��9 �
����
������ ��*��%�)6� ��!�.
�#�!�9 �&�*�%�"�! 7����!�7 ���*�;�7 (�'� ��9%�"���&)�� � *�%&��
�&# =�� � �%��&)����%# ����%) *�%&� " ���	����������� ���	�� �&#
����"��� *�%&� R " =�� '��!� ��*� " � � b.�*��9 ����%� %�"� ���%#
" ����(�6 ��%&� %���8�9 ���*�;�9 (�'��$ ��&�*�"8��%# *�%&� m ��.
��"���%# 	��
������ � *�%&� ����(�9 p� �� ������ ��*� %�"���&�%)
"&�"�� J ������	 �������	 Kp ����(���&)��� �%&� '���*�%� ��*�
����!�%��&�%) "���"�L� 4�� =��! "���&�#��%# ��"��%�"�

R = ±m · bp,  �� 1 = b0 ≤ m < b1, p − (�&��, K�0L

���"�# *�%�) ����� � � #"&#��%# ���!�&���"����! ����%��"&����! R�

�������

123(10) = 1.23 · 102, 0.00123(10) = 1.23 · 10−3, 01001.11(2) = 1.00111 · 23-

�� � ����(�# ��*� " !����%%� '�%���"��� K��%&� ���"�9 (�'.
��L� m �������*�� %���"��%�"��� (�&�!� *�%&� m′� %�%��"&����!� ��
��7 <� (�'�� ���! �+����!� *�%&� R !�<�� +��) ����%��"&��� ����9
(�&�7 *�%�& (m′, p)� � =�� � ��&���%# " !���&� % �&�"�6;�9 ��*�9�
�&# 7������# (�'� !����%%� � ���#�� ��"����%# '�%���"����� *�%.
&� ����#��" %��� Kkm � kpL� " �����7 ��� 7���#�%#� � �+�*��� (�.
&��� ��� =��! ���#�� �+�*�� 7�����%# � ����"�� (�&�� " ����&��.
��&)��! ���� � !����%%� J � +������"�� (�&��� N�� "�;�%�"���� �
*�%&� 7�����%# " ����&)��! ����#���

������
F� 9? kp = 5 9= : km = 10 =
= = = = 9 9 = 9 = 9 = 9 9 = 9 9

1010.1011011011 = 1.0101011011011 · 23

m′ = 10101011011/M011 (�(�B����), p = 11(2)

7�����
+ " �"��*��9 %� %� %���8�# ���*�;�# (�'�� !����%%�
"%� �� �����(�� �����6 ��� �� �� 7���#� K� " =��! ���!���L� *��+�
%=���!��) ����#� �&# ����&����&)��9 ���*�;�9 (�'��� � ��+�"&#6�
��� ��"&�*���� ���*���# ����� "���&�����! �����(�9�

4���%��"�!�9 =��9 !���&)6 �����"�& *�%�& �!��� "��7�66  ��.
��(� Rmax = +mmax · bpmax � ��<�66 Rmin = −Rmax� ����!�&)��

10



����%��"�!�� *�%&�� ��&�*��� �� 0$ ε1 = mmin · bpmin � � ����%���&).
��# �� ��8��%�) ����%��"&���# *�%�& " !���&�$ ε2 = b−km/2� J #".
&#6�%# "�<��!� 7�������%���!� !�8���� �%��&)���!�!� ��� ���.
&��� "�*�%&���&)��7 �& ����!�"� �&# ���"������9 �"��*��9 !���&�

Rmax = (2 − ε2) · 22kp−1
� ε1 = 1 · 2−2kp−1

�
���'!���*�%�� �����(�� ���� %&�<���# % �&�"�6;�9 ��*�9 ���.

+�6� ����"�����&)��9 �����	�������� ��������" K���"�����#  ��.
��!� ���#�� ����! %�"� � ���� � �� �� �!����"� �+�*�� % !��)8�!
���#��!L � ��%&���6;�9 ���!�&���(�� ����&)����� 4�� !�&)���&��.
��"��7 �����(�#7 ����&)�� "���&�#��%# �!��<���� �&� ��&���� ���.
!�&���"����7 !����%%� ����&)�� J %&�<���� �&� "�*������ ���#��"O
��%&���6;�# ���!�&���(�# ����&)���� ��9%�"�9 % !����%%�!� !�<��
%��������"��) ����&)��� ��9%�"�9 % ���#��!� �� �� � �����! ��%�.
+�� !� �� ���"���! �& ����!�� ���&���6;�� ���'!���*�%�� �����.
(�� % �&�"�6;�9 ��*�9 ��.�� �7  ��!����%��� � ��%��#;�� "��!# ��.
*�� "%� �!�)6������ ��7������� ������<�"�6� !���&) "�;�%�"��.
��9 ���'!����� ���%����6 !�<���������! %��������! efff C�2� *��
�+�%��*�"��� ������%�!�%�) "�*�%&���&)��7 �& ����!�"�

�	 �������� ����� ���������

� ����������

� �����! ��%�+�� !� �%��!%# %�!�7 ���%��7 ���#��9 �� ������
"���#���%��9� ������ ��! �����+�6�%# �&# ���*���# �������7 %��.
%�+�" �����"���#� �����# "���#���%��9 ���*��� %��%�+� "�*�%&���#
"���#���%��9 %&�*�9��7 %�+���9�

���� /�������	�� ������	���� � ��	��	�� ��
���


A�+����� ������ !�<�� ������9�� �&� ���� ����"�6� ��,�����	�
4��!���!� ���7 %�+���9 #"&#6�%# ��������� %���&� " !�8��)� ��.
"&�*���� ��!� �� �� �&��� ���� "�� ��8 +�&��� " ���� ��8� &�.
����� � �� �� -� �%��"���� ����&)�� "�#�� � %&�*�9�� � %�+���# ��&)�#
���*�� ����%����)� �����!��� ��� +�&��� ��<��%# "�� ��8��!��
-� �%&� ���"�%�� ��%����*�� +�&)8�6 ��%&���"���&)��%�) �%������9�
�� !�<�� "�#"��) ������&����� �����!����%��� ���"�&#6;�� ��&��)
�&�*�%�"����� ����%�����#�

1�



�&# !���!���*�%� � ���%���# =%����!���� %� %&�*�9��!� %�+�.
��#!� ��! �����+���%# ���#��� ����
����
�� 2��	��
����� ���
��
 �������* � !��<�%�"� "%�7 ���&�*��7 %�+���9� "��!�<��7 ��� ���.
"������ =%����!����O �+����*�! � � Ω� :&�!�������%�) �%7���" ��.
��!���%# " ��! %!�%&�� *�� �� ���� �� ��7 �� ��%%!����"���%# �
%�*������ ��� �7 %�+���9�

>�%%!����! %&���6;�9 =%����!���� ����! +��%��) !����� �� ��7
���� ��� �� "������  ��+� 4�%&� =�� � =%����!��� ����*�!� 3:&�.
!�������9 �%7��5 =�� � =%����!���� !�<�� ����%��"��) " "��� ��.
%&���"���&)��%�� �, �, �, ..., �,  K �� � J ��8��  J  ��+L� ���7
��%&���"���&)��%��9 +�%���*�� !�� �� A&���"���&)��� " �����! %&�.
*�� !��<�%�"� Ω +�%���*���

>�%%!����! ��� �9 ���!��$ ���������� +��%���� � ��&)��9 �%���
����! %*����)� *�� "��!�<�� ��&)� ���� �� � �%7���"� %���"��%�"�.
6;�7 ������6 �%��  ���#!� % 1, 2, ..., 6 �*�!� ""��7� �%� ��� ��
�%7���� �����!�� ������� �%�� �� ��+��� %*���6�%# ��"��!�<��!��
��<��9 "��!�<��9 �%7�� ���+�� �+����*��) *�%&�! "���"8�7 �*�"�
�� �� ���%����%�"� =&�!�������7 %�+���9 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

H��!�&� ω ∈ Ω ����*���� *�� =&�!�������� %�+���� ω #"&#��%# =&�.
!����! ���%����%�"� Ω� ��� �� %�+���# �%��%�"���� ���%�"��) !��<�.
%�"�!�� %�%��"&����!� �� =&�!�������7 �%7���"� -����!��� %�+�����
%�%��#;�� " ��#"&���� *���� � *�%&� �*�"� ���%�"���%# !��<�%�"�!
S = {2, 4, 6}. H��!�&� S ⊆ Ω ����*���� *�� %�+���� S #"&#��%# ���!��.
<�%�"�! ���%����%�"� Ω�

��<�� ���%&����) %���"��%�"�� ""������7 ���#��9 %� %&���6;�!�
��"�%���!� " !���!���� ���#��#!�$

A&�*�9��# "�&�*��� −→ ����!����#
:&�!�������9 �%7�� −→ ���*���� ����!����9
4��%����%�"� =&�!�������7 �%7���" −→ �+&�%�) ���*���9
A�+���� −→ ���!��<�%�"� �+&�%��

���*���9
D�����&�! '��!�&)�� 	��, ���
�� µ � ���+��<���� �� ���.

%����%�"� Ω " N K!��<�%�"� ������&)��7 *�%�&L� �+&���6;�� %&���6.
;�!� %"�9%�"�!�$

�L µ(∅) = 0�  �� ∅J ��%��� !��<�%�"�� �� �� !��<�%�"�� �� %����<�;��
�� ���� � =&�!����O

/L S1 ⊆ S2 ⇒ µ(S1) ≤ µ(S2)�  �� S1 ⊆ Ω, S2 ⊆ ΩO
1L µ(S1 ∪ S2) = µ(S1) + µ(S2) − µ(S1 ∩ S2).

1/



�"���! '��(�6 p(S) �����
���
� ���
�� � *�%&���� � "���.
<���# "��!�<��%�� %�+���# S �� �������! ���%����%�"� =&�!�������7
�%7���" Ω %&���6;�! �+����!$

p(S) =
µ(S)
µ(Ω)

=
*�%&� <�&���&)��7 �%7���"

*�%&� "%�7 "��!�<��7 �%7���"
. K��L

4�� 3<�&���&)��!�5 �%7���!� ���%) ����!�6�%# =&�!�������� �%7�.
��� �+����6;�� %�+���� S� F� ������&���# #%��� *�� 0 ≤ p(S) ≤ 1 �&#
&6+� � S ⊆ Ω� p(∅) = 0, p(Ω) = 1� A�+���� % "���#���%�)6 �� �*�"��.
��� %����<�� "%� =&�!�������� �%7��� �� %&���"���&)��� ����%7����
��"���#�� A�+���� % "���#���%�)6 0 �� %����<�� �� ���� � �%7����
%&���"���&)��� �� ����%7���� ��� ���

����#���%�) �� �� *�� ��� +��%���� �%�� "������ �����(�� ��"��

µ({1})
µ({1, 2, 3, 4, 5, 6}) =

1
6
.

����#���%�) ��#"&���# *���� � *�%&� �*�" ��"��

µ({2, 4, 6})
µ({1, 2, 3, 4, 5, 6}) =

3
6

=
1
2
.

4�%�&) " ��%)!�7  H��!� " ���2  � ��%�&$ 3�� "�&�� "���#�.
��%�)� *�� � �� # ���%��%) ��*)6 � ��%!���6 �� *�%�� �� +�&)8�#
%���&� +���� %��#�) !�<�� �� � /0 !�����!�g5 F " =��! <� ��%)!�
���"���� ��%%�<����# � ��!� *�� "���#���%�) �� �� *�� %���&� *�%�"
+���� ��7����)%# " =��! ���!�<���� ��"�� 5

60 = 1
12 .

�����!� � %&�<���� "���#���%��9�
 !�" 8��
 �	���
 ��%��
� � 
 � ��1���2 �� ��	���&

�
�� 	�������

p(A ∪ B) = p(A) + p(B) − p(A ∩ B).

:�� '��!�&� �&# "���#���%�� %&����� �� �%��!� 1 �&# !����
�	
�	� -�9��! "���#���%�) �� �� *�� "���;����# �� ��&��9 �.

&��� ���� ��<��%# ���9 �&� ������9 K"�&���!� ��!�9� ���&�!�
����!L� 4�%�) %�+���6 A %���"��%�"��� ��"&�*���� �� �&��� ��� ��.
�� %�+���6 B J ������� �&# �<��9 ���� �� �&��� "���#���%�)
"���;��) �� ��"�� 1

52 . ��%&� �� " ��&��9 �&��� ��"�� 13� A&���"�.
��&)��� "���#���%�) %�+���# A ��"�� 13

52 = 1
4 � ��%&� ������ ��"��

16� %&���"���&)��� "���#���%�) %�+���# ��"�� 16
52 = 4

13 . A�+���# A �

11



B �!�6� ����%��� ����%�*����� �� � "���;����# ���� !�<�� ��.
���)%# ����"��!���� � ���9 � ������9� ���<�%�"� A∩B %�%���� ��
*�����7 =&�!����"� %&���"���&)��� p(A ∩ B) = 4

52 = 1
13 . D�%6��

p(A ∪ B) = p(A) + p(B) − p(A ∩ B) =
1
4

+
4
13

− 1
13

=
25
52

.

9�����
� Q%&� %�+���� S �����&��� �� ��%�&)� ��%�"!�%���7
K"���!��%&6*�6;�7L %�+���9� �� � � "���#���%�) ��"�� %�!!� "���.
#���%��9 =��7 %�+���9� -����!��� �%&� S = A ∪ B�  �� A ∩ B = ∅�
��

p(S) = p(A) + p(B).

�	
�	� >�%%!����! ����� -�9��! "���#���%�) �� �� *�� "���;��.
��# �� ��&��9 �&��� ���� ��<��%# ���9 �&� *��"�9� 4�%�) %�+���6
A %���"��%�"��� ��"&�*���� �� �&��� ��� ���� %�+���6 B J *��"��
����#���%�) "���;��) &6+�6 ���� �� �&��� ��"�� 1

52 . ��%&� �� "
��&��9 �&��� ��"�� 13� A&���"���&)��� "���#���%�) %�+���# A ��"��
13
52 = 1

4 � ����#���%�) %�+���# B ��<� ��"�� 13
52 = 1

4 � �� � %�+���# A
� B �����	��
��� �� �� ����# ���� �� !�<�� +��) � ���9 � *��"�9
����"��!����� �� �%�!�# "���#���%�) ��"�� 1

4 + 1
4 = 1

2 .
>�%%!����! �����) %���6 =%����!����"� " �����9 �������# %&�.

*�9��# "�&�*��� ��+&6����%# ��%&���"���&)�� ��%�&)� ���� 4�%&���.
"���&)��� %�+���# ����"�6�%# ��������	�	�� �%&� ��%���&���� �<.
�� � �� ��7 �� %"#���� �� % ��! �� ��� �7� -����!��� �%7��� ���
+��%���� �%�� #"&#6�%# ����"�%�!�!� %�+���#!�� � ��%&���"���&).
��� "��# �"���# ��� �� ����9 � ��9 <� �&��� +�� "��"���� J ���
K"���#���%�) "��#���) ��!� �� ��"�%��� �����!��� �� �� �� +�&� &�
��� �<� "��#���� " �������;�9 %����L�

�����!� �+ �!��<���� "���#���%��9�
 !," �	�������0 ��)�2 ��� ����
�
�� ��%��
� �12 �2 �	�&


����1� � ����� �	

 
������
�2 	���� �	�
����
$ �	�&
������� ��%��
� �1 
 �2�

�	
�	� ����! ���+��%�"��) �"� !����� ����"��!����� ���"�
"���#���%�) �� �� *�� �+� !����� ������  ��+�! ""��7g 4� �����!� �+
�!��<���� =�� "���#���%�) ��"�� 1

2 · 1
2 = 1

4 .

���� 6	.���
���		
� ������ 7�		�	


�� G����� " ��1�  � ����&�<�&  ��%%!������6 %&���6;�6 !���&)
%�%��!� ������*� ��'��!�(��� F!�6�%# ��
����� K�����L � ����	���

12



K�������L� F%��*�� � ����!�� %"#���� !�<�� %�+�9 ������	� �� ���.
��!� ������6�%# %��+;���#� ����& �� �%�<��� � �� ���#�� %��+;���9�

4�%�) " �+&�%�� �%��*��� ����%7���� ��+&6����� �� �������9
%&�*�9��9 "�&�*���9� 4���!�� !�<�� �!��) �������� ��������� ����.
%��"&���� � !��<�%�"� S�� "��!�<��7 �%7���" =��9 "�&�*��� �� �� ��
� ������8&� ��+&6������ -����!��� " 7��8�! %&�*��� � �� ��*� �
�� ��"�%��� �������� S�� �����!���%# �� "%� ���%����%�"� "��!�<��7
�%7���" Ω� 4�%�) �����) �%��*�� �������� ����!��� %��+;���� � ���.
���8��8�! ��+&6������ ��%&� ��&�*���# ����� � !��<�%�"� ������.
&�<���&)��7 �%7���" � ����!���� "��+;�  �"��#� %�<���%# �� S�����
K" &�*8�! %&�*�� �� ����%�"���� � ��+&6���!� � �%7���L� :�� ����.
%��"&���� +���! ����"��) ����
�������	� K����! ����!�� ������&�.
 ��)� *�� %��+;���� �� !�<�� "��%��) 7��% " �!�6;��%# �����# ���.
�!���� �� �� ��%8��#�) �+M�! %�;�%�"�6;�7 ������&�<���9�L ����!
 �"����)� *�� �%��*�� ������& ����!��� �������6 �����	���- �
����%8��8�! %�+����� �� �%��"���� �����9 ��!���&�%) ����%��"&�.
��� ����!��� � !��<�%�"� "��!�<��7 �%7���" ��+&6���!�9 "�&�*�.
��� -�! +� 7���&�%) �����) ""�%�� �&�*�%�"����6 !��� ��'��!�(��
�&# ��%������# !���!���*�%�9 �������

D�����&�! �������
�� �����	����� %����<�;�9%# " %��+;���� m�
��!��#6;�! ����%��"&���� ����!��� � %�+���� % S�� �� S����� K����.
��&� �#� *�� S�� ⊇ S�����L �� '��!�&�

I(m) = −log2
p(S��)

p(S�����)
. K�/L

Q����(�9 �&�*�%�"� ��'��!�(�� #"&#��%# �
�
�	
�	 �� � %�!)� ��&<�� �����)%# ��+���� 4��%����%�"� =&�!��.

�����7 �%7���" �����9 %&�*�9��9 "�&�*��� J h	������3 �������i� J
%�%���� �� �"�7 �%7���"� D�%��%�"�� ��������9 ��'��!�(�� � ����!.
��� K������&�9L � ��&� !�&�8� ����*���� *�� S�� %�"������ % =��!
���%����%�"�!� A��+;���� �%��*��� K"��*�L 3� "�% ����&%# !�&)*�5
%�<��� =�� !��<�%�"� ������&�<���9 �� !��<�%�"� S����� �� ����.
%�"���� � �%7��� 	������� 4� '��!�&� K�/L �&�*�%�"� ��&�*����9 ��.
'��!�(�� ������&#��%# �

I(m) = −log2
p(S��)

p(S�����)
= −log2

µ(S��)
µ(S�����)

= −log2
1
2

= 1(+��).

�	
�	 �� F� �&��� "��# �"���%# ����� 4��%����%�"� =&�!��.
�����7 �%7���" J "%� �/ ���� ��&��9 �&���� � ��%��%�"�� ����*�&).
��9 ��'��!�(�� ���%����%�"� ������&�<���9 S��T1 ��<� %�"������

1�



%� "%�! ���%����%�"�!� 4��"�� %��+;���� �� �%��*��� 3"���&� ���.
'�5 %�<��� � � �� S�����T1 �� �1 "��!�<��7 �%7���"� ������ %��+.
;���� 3"���&� ������5 %�<��� S��T2 = S�����T1 �� S�����T2� %�.
%��#;� � �� 4 �%7���"� ����)� %��+;���� 3"���&� ��!� ���'5 %�<�.
�� S��T3 = S�����T2 �� S�����T3� %�%��#;� � �� ����%�"���� � �%7����
��&�*�%�"� ��'��!�(��� %����<�;��%# " ���"�! %��+;����� �*�"��.
��� ��"�� −log2(13/52) = 2 +���!� "� "����! J −log2(4/13) = 1.5, "
����)�! J −log2(1/4) = 2 +���!� -������� ���"����)� *�� K" %�&� ��.
����"��%�� '��(�� &� ���'!L %�!!����� �&�*�%�"� ��&�*����9 ��.
'��!�(�� J 5.5 +��� %�"������ % �&�*�%�"�! ��'��!�(��� ������
��%&� +� %��+;���� 3"���&� ��!� ���'5 = −log2(1/52) = 5.5 +���

:��� ���!�� �&&6%������� %&���6;�6 �����!� �+ ������"��%��
��'��!�(��$

 !�" :��
����� 
���	���

2 �	���
�� ���%;�
� �
��%��

2 	���� �1�� ���
���� 
���	���

2 �	���
���
���%;�
��
2 ����������0�� 1�����$;
�
 <�� ��%��
�

4�����<�! %�;�%�"����� %"�9%�"� ��'��!�(��$
J �&�*�%�"� ��&�*����9 ����!���! ��'��!�(�� ��"�%�� �� � �

����"�����&)�� � �����# � %�+����O
J �&�*�%�"� ��'��!�(�� ��"�%�� �� �� %�+���#� � �� %��+;���# �

��!�

���� 8���0�� 7�		�	
9 :
����

4�����&�<�! �����)� *�� �%��*�� #"&#��%#  ���������! %�!"�&�"
�� ������� � !��<�%�"� {x1, x2, ..., xn} K����"�! � � ������
�	 �%��*.
���L� :�� %�!"�&� !� �� %&�<��) �&# �+����*���# ��7.�� =&�!��.
�����7 %�+���9� ����%7��#;�7 " �+&�%�� �%��*���� ��� �+%��� ���#%)
�� ��7� " ��&)��98�! +���! %*����)� *�� ��%%!����"��!�! %�+����!
#"&#��%# ��%���&���� " ���& %�!�7 %�!"�&�"� Q%&� p(xi) J "���#�.
��%�) ��%���&���# " ���& %�!"�&� xi� �� �*�"����� *��

n∑
i=1

p(xi) = 1.

>�%%!����! �����) !���&)� " �����9 =&�!�������! �%7���! #"&#.
��%# ��%��"�� ���1����� �� �� �������# (���*� %�!"�&�" �� �&'�"���
�%��*���� ���! �+����!� Ω J =�� !��<�%�"� "%�7 (���*� %�!"�&�"
�����"�&)��9 �&���� 4� ��%����"8�!� %��+;���6 m !�<�� ��%*����)

1�



=%����!����&)��6 ���
�
, "%���*��!�%�� " ��! �<�� � %�!"�&�  ��
N J �+;�# �&��� %��+;���#� � ni J *�%&� ��"������9 " ��! %�!"�&� xi�

νm(xi) =
ni

N
, K�1L

4��#���� *�� ���&�����# ���&�*��� %��+;���#� !� +���! ��&�*��)
���&�*��� =%����!����&)��� *�%���� %�!"�&�"� �� �&# �%��*���"�
7���������6;�7%# �����!����%�)6 "���*� %�!"�&�" K�7 ����"�6�
=� ���*�%�!�L� ����"���%#� *�� " ��%����*�� �&����7 %��+;���#7
"%� *�%���� %�!"�&�" %7��#�%#  �������! �%��9*�"�! "�&�*���!

p(xi) = lim
N→∞

ni

N
, K�2L

������ !�<�� ��%%!����"��) � ������������� �����
���
�� "���*�
%�!"�&�" �����! �%��*���!�

>�%%!����! K��%����*�� �&�����L %��+;���� m� %�%��#;�� �� n1

%�!"�&�" x1� n2 %�!"�&�" x2 � �� �� " �����"�&)��! ���#��� � %�.
��6 =&�!�������7 %�+���9� %�%��#;�7 " "���*� �����*��7 %�!"�&�"�
�� �� "���#���%�) ��#"&���# �� "�7��� �%��*��� %��+;���# m ��"��

p(m) = (
n1

N
)n1 · ... · (nn

N
)nn =

1
NN

· (n1
n1 · ... · nn

nn).

��&�*�%�"� ��'��!�(��� ������%�!�9 %��+;����! m �&��� N � ����.
��&#��%# �

I(m) = −log2
p(m)

1
= −log2((

n1

N
)n1 · ... · (nn

N
)nn) = −

N∑
i=1

ni · log2(
ni

N
).

��&�*�%�"� ��'��!�(��� ���7��#;�9%# " %�����! �� �<��9 %�!.
"�& " %��+;���� m� �%�)

I0(m) =
1
N

· I(m),

 �� N J �&��� %��+;���# m�
4���9��!  ��c��&� �� �&��� "%�"��!�<��7 %��+;���9 KN → ∞L$

I0(A) = lim
N→∞

I0(m) = lim
N→∞

1
N

· (−
N∑

i=1

ni · log2(
ni

N
)) =

1C



= (−
N∑

i=1

lim
N→∞

(
ni

N
) · log2 lim

N→∞
(
ni

N
)).

4� '��!�&� K�2L� "%��!���#� *�� " ��%����*�� +�&)8�! %��+;����
p(xi) = limN→∞ ni

N � ��&�*��!

I0(A) = −
N∑

i=1

p(xi) · log2p(xi). K��L

H��!�&� K��L ����"���%# '��!�&�9 =������ :�� &6*�"�# '��!�&�
������ ��'��!�(���

��&�*��� I0(A) 7����������� %������ �&�*�%�"� ��'��!�(�� ��
���� %�!"�& �� �&'�"��� A % �������! K�&� =%����!����&)�� ����.
��&����!L ��%�����&����! "���#���%��9

p(x1), p(x2), ..., p(xn).

>�%%!����! %&�*�9� � �� "%� %�!"�&� " �&'�"��� ��"��"���#����
�� ��

p(x1) = p(x2) = . . . = p(xn) =
1
N

.

A������ �&�*�%�"� ��'��!�(��� ���7��#;��%# �� �<��9 %�!"�& ��.
� � �&'�"���� �� '��!�&� G������ ������&#��%# %&���6;�! �+����!$

I0(A) = −
N∑

i=1

1
N

· log2
1
N

= −N · 1
N

· log2
1
N

= log2N. K��L

H��!�&� K��L �%�) '��!�&� >�	��
�

���� ��	���� )��


�"���! �����) ���#��� ��� �&# %��+;���9� 4,������ �����������
����"���%# ���+��<���� K : �&'1 → �&'2� ������ �������9 (���*�
%�!"�&�" �� �&'�"��� �&'1 %���%��"&#�� �������6 (���*� %�!"�&�"
�� �&'�"��� �&'2� 4�%&���## ����"���%# ����	 �%7����9 (���*��

��<�� "���&��) *����� ���� �����"���#$
�� A�!"�& → %�!"�&� �� �� �� K : �&'1 → �&'2� ���*�! |�&'1| =

|�&'2|� |S| �+����*��� �&�*�%�"� =&�!����" " !��<�%�"� S� |�&'1| J
�&�*�%�"� %�!"�&�" " �&'�"��� �&'1� ��� K " =��! %&�*�� ��!��#��
�����*��� %�!"�&� �&'�"��� �&'1 �����*��!� %�!"�&�!� �&'�"���
�&'2�
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/� A�!"�& → %&�"�� �� �� �� K : �&'1 → �&'2∗� ���*�! �+�*.
�� |�&'1| > |�&'2|� �&'2∗ �+����*��� (���*� K��%&���"���&)��%�)L
%�!"�&�" �� �&'�"��� �&'2� N��%) �����*��� %�!"�&� �&'1 �����.
6�%# (���*�!� �� �&'2 �&��� ≥ 1�

1� A&�"� → %�!"�&� �� �� �� K : �&'1∗ → �&'2� ���*�! |�&'1| <
|�&'2|�

2� A&�"� → %&�"�� �� �� �� K : �&'1∗ → �&'2∗�
�	
�	� 4�%�) �&'1 = {a, b, c, d}� �&'2 = {0, 1}� �� �� ���!���!

��� ���� / !�<�� #"&#�)%# ��� �����9 %�!"�& a ����"���� " %�!"�&
0 K+���! ��%��) a → 0L� b → 01 Kb P " (���*� %�!"�&�" 01L� c → 10�
d → 1�

����%��!� *�� %&�"� s = 01101010 +�&� ��&�*��� " ����&)���� ���.
��"���# �� �����!� ���"�&�� -�! 7���&�%) +� �����)� ��� %&�"� ��
�&'�"��� �&'1 +�&� ����"����� " %&�"� s� �&# =�� � ��<�� "���&���)
��9%�"��� ����"��!�� �������������	� �&� ������������ :�� ��9%�"��
%�%���� " ��!� *��+� ��9�� �+������ ����+����"���� K−1 : �&'2 −→
�&'1� � ��%%!����"��!�! ���!��� ��� "��!�<�� �"� "������� ��.
8�'��"� ���� A&�"� addbba �������%# %&�"�! s� � %&�"� bccc ��.
<� �������%# %&�"�! s� �� %��&��&�%) % ���+&�!�9 ���������*��%��
�������"���#� � �� �"� ������ �%7����� (���*� " �&'1 �!�6� ����
� ��� <� �� " �&'2� �&# �%��8��9 ��8�'��"� ���+7���!�� *��+� �.
�� ����%�&� �������*��� �������"�����

��� ����"���%# ���������	� �%&� ����� ���"�� %&�"� �� #"&#.
��%# ��*�&�! ���� � ��� � � ���"� � %&�"�� � ���!��� "�8� %&�"��
%�%��#;�� �� ���� � %�!"�&� 0� #"&#��%# ��*�&�! ��� � � %&�"� 01�
A&���"���&)��� ��%%!�������9 �� �� #"&#��%# ���'�%��! ���!�

��"��<������ �	�
����� ��� ��)�� ��3� %��0 ��������&
�� ����
	�����

5��������� Q%&� ���"�# (���*� ��8�'���!�� �� !���!�&)��# ��
�&��� ��*�&)��# (���*�� #"&#6;�#%# ���! ������� � %�!"�&�� ���.
"�&#�� "�%%����"��) ���"�9 %�!"�& �%7����9 (���*�� � %�&� ���'�%.
��%�� ����# +�&�� �&����# ��*�&)��# (���*� �� !�<�� +��) ���!
��� � � %�!"�&�� ��%�) ���� �%��"8�#%# ��%&� ����&���# ��� ��9���.
�� � %�!"�&�� ��8�'����%# ��<��

�	
�	� 4�%�) �&'1 = {a, b, c, d}� �&'2 = {0, 1}� >�%%!����! ��
K ���9� *��

a → 0�
b → 101�
c → 110�

1�



d → 1110�

>�%%!����! %&�"� s = 01101010� %�%��#;�� �� %�!"�&�" �&'�"��� �&'2�
��� K #"&#��%# ���'�%��!� ��=��!� %&�"� s �������*�� ���������.
%#� � �!����$ acba�

�������� �*�%�"� �����"���#$

J !���!�&)��# �&��� ���O

J �������*��� �������"�����

4�� ����+����"���� ��'��!�(�� �� ���� � "��� " ��� �9 �&�*�.
%�"� ��'��!�(�� �� "����%�����

��"� ����� ��(�0 �	.���
���		�� ��)����3

� ����	�� ���	�� )��
� 6�����	����

)������
	��

>�%%!����! ���!�� �"��*�� � �����"���# ���� 3%�!"�& −→ %&�"�5�
4�%�) " �+&�%�� �%��*��� % ��"��9 "���#���%�)6 "�����6� �"� =&�.
!�������7 %�+���#� ������ �����6�%# " ���&� %�!"�&�!� 0 � 1� 4�
'��!�&� I���&� �&�*�%�"� ��'��!�(��� ������%�!�� �<��! %�!.
"�&�! ���"� � %&�"�� �%�) log22 = 1 +��� Q%&� �%��&)����%# �"��*���
�����"���� ���� 3%�!"�& −→ %&�"�5� �� �&# ������*� ���� � %�!"�&�
�%7���� � �&'�"��� �%��&)����%# ���&�*��� *�%&� �"��*��7 (�'�� 4�.
��&�" �&��� ��%����*�� +�&)8� � ���"� � %��+;���# �� �&��� �%7��.
�� � %��+;���#� !� ��&�*�! �%��������6 �&��� ���"� � %&�"� �&#
����� � %��%�+� �����"���#� �� �� %������ *�%&� ���"�7 %�!"�&�"�
�%��&)��6;�7%# �&# �����"���# ���� � �%7���� � %�!"�&� K� !�
����!� =�� "�&�*��� +���� ��"�%��) �� *�%���� "%���*��!�%�� �%7����7
%�!"�&�" � �&��� ���"�7 %&�"L� -�% ������%��� ��%������� ��� � �.
��� ��� �����! =�� %����## �&��� ��� %�!"�&� +�&� +� � !�<��
!��)8��

D���"���%#� *�� "�&�*��� I0(A)� ""������# "�8� � ���"����# %���.
��9 ��'��!�(�����9 �!�%�)6 %�!"�&� �&'�"��� �� ������&#�� ���.
��& %<�!��!�%�� ���$ ����9 �"��*��9 �� �� !�<�� �!��) %����66
�&��� !��)8�6� *�! I0� " �����"��! %&�*�� !�<�� +�&� +� �������)
�������� �&�*�%�"� ��'��!�(�� !��)8�! *�%&�! +���"� *�� ��"��.
!�<��� ���! �+����!� &6+�9 �� !�<�� +��) &�8) " +�&)8�9 �&�
!��)8�9 %������ ���
����	� �� �� �%��&)��"��) �&# ������*� I0 +���"
��'��!�(�� �� ���� �%7����9 %�!"�& K" %�����!L �� <� �&� +�&)8��
�&�*�%�"� %�!"�&�" ���"� � �&'�"��� K" %�����!L�
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D���%���&)��# ��+���*��%�) ��� 7�����������%# � ����8����
*�%&� 3��+���*��75 +���" " ���  �+;�9 �&��� ���� �� �� �%&� %��+.
;���� �� N %�!"�&�" �&'�"��� A % ��'��!�(�����9 �!�%�)6 I0(A)
�������"��� ���! �&��� L +���"� �� ��+���*��� *�%&� +���" �%�)

L − N · I0(A),

� ���&)��# ��+���*��%�) �<�� � %�!"�&� ���

L − N ∗ I0(A)
L

= 1 − N

L
∗ I0(A). K�CL

N�!���"� *�� limN→∞ L
N �%�) %����## �&��� ���"� � %&�"� K0(A)�

��&�*�! ����"�%�!�� �� %��+;���# %�����8���� �&# ��+���*��%�� ���$

Z(K) = 1 − I0(A)
K0(A)

. K�
L

F� '��!�&� K�
L %&������ *�� ����!�&)��! ���! % ��&�"�9 ��+�.
��*��%�)6 #"&#��%# �� %� %�����9 �&���9 ���"� � %&�"� K0 = I0(A)
+���" �&� ���+�&�� +&���9  ��!�� 4�%�������! ��� � ��� !� � ��9.
!�!%#�

?�$�� I0(A) �����"���� ��� " %�����! �&�*�%�"� �"��*��7
%�!"�&�" ��<�� �&# ����%� "%�7 ���"�7 %&�" �&'�"��� � ��� �����.
"�&)��! �����"���� 3%�!"�& −→ %&�"�5�

�&# �&'�"���" % ��"��"���#���!� %�!"�&�!� '��!�&� I���&� ����.
��&#�� !���!�&)��6 ���+7���!�6 �&��� ���"� � %&�"�� �����!�� �&#
�&'�"��� ASCII

I0(ASCII) = log2256 = 8 +��.

���! �+����!� &6+�9 
.+����9 �� �&# ASCII +���� ����!�&)��!�

��$� ;���� )������
	�� �� �(
���� �� :
..�
	0

����� �����"���# �� I�''!��� %�%���� " ��%������� �&# �������9
"7����9 %���� �� �����"�&)��7 %�!"�&�" �"��*�� � ��� �� %&���6.
;�!� �& ����!��

(�)�	
�� *��+
�� D�����&��) ��+�� "7����7 %�!"�&�" A =< a1, a2, ..., an > � ��%.

�����&���� �7 =%����!����&)��7 *�%��� P =< p1, p2, ..., pn >�
/� �&# �����7 �&'�"��� A � ��%�����&���# P ��%�����) �� ����.

"��!�� �������� ������ 6���	����
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1� 4� ��%�������!� ����"� %�%��"��) '��(�6 �"��*�� � �����"�.
��# �� I�''!��� ���� 3@�!"�& → %&�"�5�

2� F%��&)��# '��(�6 �����"���#� �������"��) "7����6 %�����
4��"�9 8� �& ����!�� �*�"����� ���&�����%# ���������! ���.

%!����! "7����9 %����� ����&����! "%���*�6;�7%# %�!"�&�" � ���.
%*���! �7 �&�*�%�"�$ � �� ����&)��%��� �� � " (�&�!� >�%�����&�.
��� *�%��� %�����%# " ��(� ���%!���� �� ����&����! %*��*��! ��
'��!�&� K�1L�

-� "����! 8� � �& ����!� %�����%# ����"� I�''!���� ��&� ���.
�� � ��!�*��� ����!� ja, pk�  �� a P �������9 �%7����9 %�!"�& �&�
"%��!� ���&)��9 �%�"��%�!"�&� � p P � � *�%����� :��� 8� ����&���.
����%# %&���6;�! �& ����!�!�

(�)�	
�� *��+
�	���1	� =�)@����	��
�+
����+ ��+�� %"�+����7 ��&�" ����"�O
•W� = {< a1, p1 >, < a2, p2 >, ..., < ak, pk >}O
• ��9�� " W� �"� ��&� Wi =< ai, pi > � Wj =< aj , pj > @ !���!�&).

��!� *�%����!� pi � pj O
• %�����) ��"�9 ���& Wi&j =< ai&j , pi&j = pi + pj >�  �� ai&j P

��"�9 �%�"��%�!"�&� ����%��"&#6;�9 lai �&� ajl� ��&�*��9 �� "%�7
ak� pi&j P *�%����� �����%�"��!�# =��!� ��"�!� %�!"�&�O

• ���%�������) ��&� Wi � Wj  Wi&j � %���"�9O
• �%&6*��) "��") %"#������ ��&� � ��+�"��) ��"�9 %"�+����9

���&$ W�� := (W�

⋃{Wi&j})\{Wi, Wj}O
�����+ �+��"&����9 ��+�� %"�+����7 ��&�" W��� %����<�;�9

k − 1 ���&�
���� �	���1	�A

����+ A P �%7����9 ��+�� %�!"�&�" < a1, ..., aN >�
P =< p1, p2, ..., pN > P ��%�����&���� �7 *�%���O

•W0 := {< a1, p1 >, ..., < aN , pN >} K��*�&)��9 ��+�� %"�+����7
��&�" %���"��%�"��� "%���*�6;�!%# %�!"�&�!LO

• (�& �� i �� 1 �� N
• Wi := G� T��%������#(Wi−1);
• ���( (�&�O

�����+ ����"� I�''!���� ��%�������� " (�&� % ����"�!
��&�!� %����<�;�!%# " WN �

4���&&6%������! =��� ��%������# �� ���!��� %���� 3�& ��&� �.
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&��&�5� -�+�� "%���*�6;�7%# %�!"�&�" � �7 =%����!����&)��� *�.
%���� ���"�$

 J 4
18 �

& J 4
18 �

� J 7
18 �

���+�& J 2
18 �

� J 1
18 �

-���%��! �#� ��&�" K��%� �L� �+����6;�7 ��*�&)��9 %��%� W0 K��.
��"� +���� �� &#����� �%&� "���%�"��) ��&� " ���#�� �+�"���# *�.
%���L$

� � � � �1
18

2
18

4
18

4
18

7
18

�  & ���+�& �

���� �� ��������� �	
��� ���� ������ ��������

-� ���"�9 �����(�� (�&� ��%������# ����"� !� ��7���! �"� ��&� %
!���!�&)��!� *�%����!� K=�� ��9��� %���"� ��&� 3���+�&5 � 3a5L �
%�����#�! �7 % ��"�! ��&�! < b1, p >� b1 P =�� �%�"��%�!"�&� ����%��".
&#6;�9 &6+�9 �� %�!"�&�" 3���+�&5 �&� 3a5� � *�%���� � �� �*�"�����
��"�� %�!!� *�%��� 2

18 + 1
18 = 3

18 � -�"�9 %��%� %"�+����7 ��&�" W1

%�%���� �� ��&�" 3�5� 35� 3&5 � b1 K��%� /L � ���*� ���"���*�&)�� �
�� � ���&�

� � � � �1
18

2
18

4
18

4
18

7
18

�3
18

�
��

�
��
b1

�  & ���+�& �

���� �� ������ �������� 	���� ��� 
�����



-� "����9 �����(�� (�&� "��") ��7��#�%# ��&� % !���!�&)��!�
*�%����!�$ =�� < b1,

3
18 > � ���� �� ��&�" <35� 4

18 > � <3&5� 4
18 >�

N��%) !� "���"� "�+���) &6+�9$ ��%�) =�� +���� 3&5� ���") ����%7����
%&�#��� �"�7 %"�+����7 ��&�" " ���� < b2,

7
18 >� b2 ����%��"&#�� �<�

��� �%7����7 %�!"�&� K��%� 1L�
4����&<�#� !� +���! ��&�*��) "%� +�&�� ������ %��%� Wi� � "

����"� +���! ��+�"&#�) �<��9 ��� ��"�9 ���&� � ��� � �&# ��8� �
���!��� !� ��%����! ����"�� ���+��<����� �� ��%� 2�

�����) ����7���!  1.!� 8� � �& ����!� ��1 P ��%������6 '��(��
�����"���#� 4�!���! �� �� �%7��#;�� �� �<��9 "��8��� ����"� 
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� � � � �1
18

2
18

4
18

4
18

7
18

3
18b1
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�

7
18b2

�
���
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���� �� ������ �������� 	���� ��� 
�����



� � � � �1
18

2
18

4
18

4
18

7
18

3
18b1

�

�

7
18

b2

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

11
18

b3

1b4

0

1

0

1

0

1

0 1
�  & ���+�& �

�
�
�
�
�
�
�

�
�

��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�

��

�
�
�

�
�

��
�

�
�

�
�

���� �� ������ ��������

�� %���")#!� �����(�9 � ��&�!� 4��#�� ��!��� �� �!��� ���*���#O
�� ��%� 2 !� ��!���&� ��&#!� �� �� �%7��#;�� ��&�"�� � �����(�9 J
�����"��

� �����)� ���7��# ���) �� ���# ����"� " "��8���� �!�6;�6 ��!��.
�9 %�!"�& �&'�"��� A� � "���%�"�# "%� ��!��� �� �� =��! ����� !�
��&�*�! ���"�� %&�"� �&# =�� � %�!"�&��

� ��8�! ���!��� ��� +���� ���!�$
%�!"�& J ��
� J 0�
 J 10�
& J 110�
���+�& J 1110�
� J 1111.
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-����(� *��"����9 8� �*�"����$ �� �%7���� � %��+;���# 3�&
��&� �&��&�5� %�%��"&����9 % �%��&)��"����! ��%�������9 ���"�9
��+&�(�� �%�)

10011011100100110011101001001001101111.

�&��� ���"�9 %���� L = 39.
4� ��%������6 ��� I�''!��� &� � �"����)� *�� �� #"&#��%# ���.

'�%��!$ �� ���� ���) �� ���#  "��8��� �� ���7���� *���� ��� �6
"��8����

N�!���!� *�� ���������*��%�) "�+��� ���� � �� ���7��#;�7 ��&�"
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