




ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Аномальным процессом переноса называется
процесс переноса, для которого имеет место свойство «дальней зависимо-
сти» приращений соответствующего процесса блуждания. Обозначенные
процессы являются объектом исследования настоящей диссертации.

Предмет исследования — структурные данные аномальных процессов
переноса, а именно: 1) математические модели физических процессов пе-
реноса на фрактальных структурах, приведенные в целом ряде работ по
физике аномальных процессов переноса (см. [12], [3]), 2) информация об
аномальных процессах переноса, представленная в виде временных рядов.

Цель диссертации — построение и исследование моделей анализа струк-
турных данных аномальных процессов переноса. Упомянутые модели ана-
лиза строятся и исследуются в двух направлениях. Далее мы приведем
краткое описание каждого из них.

При исследовании аномальных процессов переноса на фрактальных
структурах рассматривается нарушение закона Эйнштейна линейного роста
по времени среднего квадрата перемещения блуждающих частиц. В случае
степенной зависимости среднего квадрата от времени выделяют два слу-
чая: супердиффузия, когда показатель степени больше единицы и частицы
перемещаются, совершая «длинные полеты», и субдиффузия, когда пока-
затель степени меньше единицы и частицы испытывают «задержки», при
этом в первом случае выделяются «зоны длинных полетов», а во втором
— «зоны задержки частиц», называемые сингулярными зонами. Возникает
задача структурного анализа известных моделей блуждания по множе-
ствам с самоподобной структурой с целью их формализации и построения
информационной модели, имеющей в качестве возможных состояний суб-
и супердиффузионный режим переноса и обеспечивающей более глубокий
анализ упомянутых моделей блуждания, в частности, реализующей про-
гноз динамики формирования режимов переноса. Отметим, что ранее (см.
[2]) ставился вопрос о поиске универсального формата аномальных процес-
сов переноса исходя из наличия сингулярных зон и свойства масштабной
инвариантности этих процессов.

Перейдем к описанию второго направления. Рассматривается времен-
ной ряд с упомянутым выше свойством «дальней зависимости». Отметим,
что процессы, протекающие на финансовых рынках и в турбулентной плаз-
ме, удовлетворяют этому свойству (см. [5]). Таким образом, возникает за-
дача анализа обозначенного временного ряда и построения вероятностно-
статистической модели, обеспечивающей более тонкий анализ этих данных,
в частности, реализующей физическую интерпретацию и вычисление пара-
метров, характеризующих нелокальность воздействия среды и памяти ча-
стиц.

Математическое моделирование аномальных процессов переноса частиц
связано с многочисленными приложениями, например, можно привести ра-
боты К. В. Чукбара, Л. М. Зеленого, А. В. Милованова, В. П. Будаева по
моделированию явлений переноса в плазме, работы Р. Р. Нигматуллина, А.
И. Олемского, А. Я. Флата, посвященные концепции фрактала в физике
конденсированной среды и пр. При этом в литературе имеют место два ос-
новных подхода к анализу процессов диффузии. Первый подход связан с
описанием плотности распределения частиц диффузанта. Для этой плот-
ности, при определенных предположениях, можно вывести так называемое
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уравнение нормальной диффузии. Второй подход связан с тем, что согласно
функциональной центральной предельной теореме случайные ломаные, по-
строенные по центрированным и нормированным суммам случайных вели-
чин, также при определенных условиях, сходятся к стандартному винеров-
скому процессу. Этот подход основан на описании вероятностных свойств
выделенной частицы-диффузанта. Отметим, что для описания аномальной
диффузии используется как первый, так и второй подход. К известным
моделям аномальных процессов переноса частиц относятся модели дроб-
ной кинетики, основывающиеся на дробном законе Фика, CTRW-модели
случайного блуждания и другие, построенные как обобщения уравнения
Фокера-Планка (см. обзор [15]). Обозначенные модели обладают следующи-
ми недостатками. Первое, ни одна из них не претендует на общую модель по-
добно тому, как винеровский процесс является моделью броуновского дви-
жения (см. известную монографию Г. М. Заславского «Гамильтонов хаос и
фрактальная динамика»[2]). В связи с этим отметим, что предпринимались
многочисленные попытки объяснить неприменимость центральной предель-
ной теоремы к анализу реальных случайных процессов. Например, Б. Ман-
дельброт (см. [13]) предложил использовать вместо нормального так назы-
ваемые устойчивые законы, при этом возникает условие отсутствия диспер-
сии у приращений рассматриваемого процесса. Тем не менее, в большинстве
приложений при анализе данных нет оснований отвергать предположение
об ограниченности влияния каждого случайного фактора на регистрируе-
мый процесс (см. [5]). Второе, дробный закон Фика, лежащий в основании
дробной кинетики, и его аналоги носят формально-феноменологическую
природу и не имеют такого ясного физического смысла, а также не вы-
полняют той роли, которую играет классический закон Фика, лежащий в
основе вывода уравнения нормальной диффузии. Третье, аномальность пе-
реноса определяется наличием сингулярных зон и их структурой, однако
в обозначенных выше моделях отсутствуют динамические условия форми-
рования упомянутых сингулярных зон. Кроме того, принято считать, что
режим аномальности переноса (суб- и супердиффузионный) определяется
«конкуренцией» пространственно-временных нелокальностей, но в указан-
ных моделях отсутствует связь динамики процесса и меры аномальности,
определяемой этой динамикой.

Далее отметим, что в теории турбулентности нет единой математической
модели, позволяющей описать все многообразие эффектов, происходящих
в турбулентных потоках, вследствие чего в теории турбулентности имеется
большое количество феноменологических моделей, направленных на описа-
ние конкретных эффектов (см., например, обзор [7]). Вместе с тем эффекты
пристеночной турбулентности в токамаках приводят к повышенному пере-
носу плазмы поперек удерживающего ее магнитного поля — аномальной
диффузии (см. [1]). Динамика аномального переноса здесь связана с движе-
нием крупномасштабных структур, называемых «блобами» или «берстами»
(англ. blobs, burst), что роднит эти процессы с процессами, протекающими
на финансовых рынках, где информированность участников о финансовых
индексах также создает крупномасштабные структуры (см. [5]). Таким об-
разом, можно говорить об актуальном направлении по анализу информации
об аномальных процессах переноса в турбулентных потоках и финансовых
рынках, построению информационных моделей, описывающих режимы пе-
реноса этих процессов и реализующих прогноз их динамики.

Резюмируя все вышесказанное, можно сделать вывод, что исследования
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в области математического моделирования и анализа аномальных процес-
сов переноса далеки от своего завершения и в настоящее время активно
развиваются. Диссертация направлена на разработку моделей анализа ано-
мальных процессов переноса, которые позволяют на основании информа-
ции о «зонах задержки частиц» и «зонах длинных полетов» (зонах син-
гулярности) или же информации о последовательных состояниях процесса
получать соотношения, отражающие динамику формирования и развития
аномальных процессов переноса.

Цель работы
Целью работы является разработка и исследование моделей и алгорит-

мов анализа структурных данных аномальных процессов переноса. В рам-
ках указанной цели были поставлены следующие задачи.

1. Построить геометрические структуры и меры на них, моделирующие
фазовые пространства и сингулярные зоны аномальных процессов пе-
реноса.

2. На основе структурного анализа и сопоставления известных моделей
физических процессов переноса на фрактальных структурах постро-
ить класс процессов случайного блуждания на множествах с самопо-
добной структурой и степенным по времени изменением дисперсии.

3. Применить построенный класс процессов случайного блуждания на
множествах с самоподобной структурой к формированию информа-
ционной модели, имеющей в качестве возможных состояний суб- и
супердиффузионный режим переноса. На основе этой модели реали-
зовать прогноз динамики перехода от диффузионного к аномальному
режиму переноса.

4. Построить класс процессов случайного блуждания на основе закона
изменения импульса, определяемого действием стохастических сил,
распределенных по времени функцией памяти (или, по-другому, на
основе феноменологии потока памяти).

4.1. Получить физическую интерпретацию управляющих параметров
процессов из этого класса. На основе упомянутого класса реали-
зовать информационную модель аномальной диффузии, имею-
щей в качестве возможных состояний суб- и супердиффузионный
режим переноса. Исследовать устойчивость этой модели при из-
менении ее состояний.

4.2. Получить аппроксимационные теоремы для обозначенного клас-
са процессов. Используя эти теоремы, получить метод вычисле-
ния управляющих параметров этих процессов, а также построить
статистические тесты, которые на определенном уровне значимо-
сти позволяют проверять адекватность построенной модели ано-
мального переноса по ее соответствию экспериментальным дан-
ным.

5. Используя модель нестационарного шума, основанную на феномено-
логии потока памяти, разработать методологию анализа плотности
плазмы термоядерной установки. В рамках этой методологии уста-
новить адекватность модели нестационарного шума по соответствию
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экспериментальным данным, а также получить метод вычисления ее
управляющих параметров. Получить метод имитационного моделиро-
вания временного ряда значений плотности плазмы.

Соответствие диссертации паспорту специальности
Диссертация соответствует области исследований специальности

05.13.17 — Теоретические основы информатики по п. 2 «Исследование
информационных структур, разработка и анализ моделей информацион-
ных процессов и структур»; п. 5 «Разработка и исследование моделей и
алгоритмов анализа данных, обнаружения закономерностей в данных и их
извлечениях, разработка и исследование методов и алгоритмов анализа
текста, устной речи и изображений».

Методы исследования
Обоснование построенных моделей анализа структурных данных и соот-

ветствующих алгоритмов основано на применении методов геометрической
теории функций, классических методах доказательства предельных теорем
теории вероятностей в функциональных пространствах. При этом представ-
ленный в диссертации подход к обоснованию упомянутых моделей анализа
содержит следующие четыре принципиальных момента.

1. Объединение расширяющейся системы вложенных самоподобных
множеств является фазовым пространством исследуемых случайных
блужданий. Параметризация этого объединения числовой прямой осу-
ществляется с помощью непрерывной параметризации самоподобных
множеств пространством последовательностей из конечного алфавита
(символьным пространством).

2. Нелинейный рост по времени среднего квадрата случайных переме-
щений сопоставляется с тем, что топология, в которой реализуется
блуждание частиц, и метрическая топология, в которой измеряют-
ся перемещения блуждающих частиц, являются неэквивалентными.
Структуры неэквивалентных метрических топологий формируются,
используя канторовы лестницы. В результате такого подхода реали-
зуются геометрические модели деформации классического процесса
блуждания в аномальные процессы переноса. При этом показатели
степени нелинейности роста по времени среднего квадрата перемеще-
ний оказываются связанными с размерностями Хаусдорфа канторо-
вых множеств, на которых моделируется блуждание.

3. Деформации классического процесса блуждания в аномальные про-
цессы переноса ставится в соответствие деформация стационарных
процессов. Соотношение между спектральными плотностями соот-
ветствующих стационарных процессов позволяет сформулировать ди-
намические уравнения взаимодействия диффундирующих частиц с
внешней средой.

4. Взаимодействие диффундирующих частиц с внешней средой модели-
руется с помощью стационарной последовательности, при этом память
частицы о предыдущих воздействиях моделируется с использованием
феноменологии потока памяти. Такой подход приводит к случайному
блужданию с нестационарными приращениями. Аппроксимация этого
случайного блуждания гауссовским процессом лежит в основе полу-
ченных в работе алгоритмов анализа временных рядов.
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Основные результаты (приведены ссылки на статьи, опубликованные
автором)

1. С использованием пространства последовательностей из конечного ал-
фавита (символьного пространства) получен метод кодирования гео-
метрических структур, моделирующих фазовые пространства ано-
мальных процессов переноса [A8], [A9].

2. На основе структурного анализа математических моделей физических
процессов аномального переноса на фрактальных структурах, в част-
ности анализа параметра степенного изменения дисперсии и сингу-
лярных зон этих процессов, построена модель случайного блуждания
по множествам с самоподобной структурой [A2], [A3], [A8], [A9].

3. Построена информационная модель, реализующая суб- и супердиф-
фузионный режим переноса. На основе этой модели получена ди-
намическая модель деформации процесса классической диффузии в
процесс аномальной диффузии, в частности, получены динамические
соотношения формирования упомянутых режимов [A9], [A10], [A11],
[A15].

4. В рамках феноменологии потока памяти построен класс случайных
процессов, для представителей которого при условии конечности мо-
мента второго порядка возможен как суб- так и супердиффузион-
ный режим. Получена физическая интерпретация управляющих па-
раметров процессов из этого класса как параметров, характеризую-
щих нелокальность воздействия среды и памяти частиц. Получен ме-
тод вычисления упомянутых параметров на основе предельных теорем
для процессов обозначенного класса [A1], [A4], [A5], [A6], [A7], [A12],
[A13], [A16].

5. Разработана методология анализа плотности плазмы термоядерной
установки, основанная на модели нестационарного шума, построен-
ной в соответствии с феноменологией потока памяти. В рамках этой
методологии проведено теоретическое обоснование адекватности ис-
пользуемой модели, кроме того, построен статистический тест (реша-
ющее правило) проверки адекватности модели нестационарного шума
по ее соответствию экспериментальным данным. Получен метод моде-
лирования временного ряда значений плотности плазмы, основанный
на методе обратной функции моделирования негауссовских процессов
[A12], [A14], [A16].

Научная новизна

1. Математическое моделирование аномальных процессов переноса ос-
новано на двух свойствах. Первое — это наличие сингулярных зон
в фазовом пространстве, существенно влияющих на процесс перено-
са (например, зон залипания). Второе — возникновение фрактальной
структуры в этих сингулярных зонах, причем фрактальность связа-
на со свойством масштабной инвариантности упомянутых процессов.
Ранее ставился вопрос о поиске универсального формата аномаль-
ных процессов переноса, реализующего упомянутые свойства. Общим
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свойством этих процессов является специфичность топологии сингу-
лярных зон фазового пространства. Эта специфичность связана с ал-
горитмом моделирования сингулярных зон. В настоящей работе по-
строены геометрические структуры фазового пространства, в кото-
рых сингулярные зоны моделируются самоподобными множествами,
являющимися инвариантами конечных систем итерированных отобра-
жений.

2. В целом ряде работ по физике аномальных процессов переноса на
фрактальных структурах ставился вопрос о математическом обосно-
вании соответствующих процессов блуждания. В настоящей работе,
на основании структурного анализа упомянутых процессов, в частно-
сти анализа их сингулярных зон и показателя степенного изменения
дисперсии, построена модель случайного блуждания по множествам
с самоподобной структурой, формализующая условия, налагаемые на
дисперсию и сингулярные зоны.

3. На основе модели случайного блуждания по множествам с самоподоб-
ной структурой, соответствующей аномальным процессам переноса на
фрактальных структурах, реализована информационная модель ано-
мальной диффузии, имеющая в качестве возможных состояний суб-
и супердиффузионный режим переноса. С помощью этой информа-
ционной модели получена динамическая модель деформации процес-
са классической диффузии в процесс аномальной диффузии. Более
того, установлено, что соответствующие динамические соотношения
являются аналогом уравнений динамики, определяющих взаимодей-
ствие фотона и электрона в известном эффекте Комптона. Динамика
деформации процесса классической диффузии в аномальную иссле-
дована впервые.

4. В рамках феноменологии потока памяти построена информационная
модель случайного блуждания, которая реализует как суб- так и су-
пердиффузионный режим переноса. Конечность момента второго по-
рядка для всех режимов блуждания отличает предлагаемую модель
от моделей дробной кинетики, где используется феноменология дроб-
ного закона Фика, при этом в супердиффузионном режиме применяет-
ся техника устойчивых распределений с бесконечным вторым момен-
том. Вместе с тем в большинстве приложений нет оснований отвергать
предположение об ограниченности влияния каждого случайного фак-
тора на регистрируемый процесс и, как следствие, об ограниченности
приращений наблюдаемых процессов. Разработан метод, который по
известным независимым выборкам позволяет оценивать адекватность
обозначенной выше модели по ее соответствию реальным данным, а
также вычислять управляющие параметры модели, интерпретируе-
мые как параметры нелокальности по времени и пространству.

5. В рамках феноменологии потока памяти построена модель нестацио-
нарного шума. Проверена адекватность этой модели на ее соответ-
ствие экспериментальным данным, являющимся временным рядом
значений плотности плазмы термоядерной установки (Токамак Т-10).
Получены высокие реально достигнутые уровни значимости, по сово-
купности которых можно говорить об адекватности предложенной мо-
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дели, более того, предложенный вероятностно-статистический подход
позволяет дать теоретическое и практическое обоснование адекватно-
сти построенной модели на основании минимальных предположений
о структуре изучаемых данных. При этом модель имеет конструктив-
ный характер, на ее основе разработан имитационный алгоритм моде-
лирования временного ряда плотности плазмы термоядерного реакто-
ра. Полученная модель является первой моделью, которая позволяет
вычислять для временных рядов плотности плазмы параметры, ин-
терпретируемые как параметры нелокальности, один из которых отве-
чает за пространственную нелокальность действия среды на частицу,
а второй — за наличие памяти.

На защиту выносится совокупность результатов по исследованию
вопросов анализа структурных данных аномальных процессов переноса,
включая два основных направления исследований, одно из которых свя-
зано с построением информационной модели, реализующей динамические
соотношения формирования суб- и супердиффузионного режимов переноса,
другое связано с построением модели анализа временных рядов, получен-
ных в результате наблюдения за аномальными процессами переноса.

Теоретическая и практическая ценность
Полученные результаты дают ответы на открытые вопросы по форма-

лизации аномальных процессов переноса и построению информационной
модели блуждания на множествах с самоподобной структурой, реализую-
щей прогноз динамики формирования аномальных режимов переноса. Вме-
сте с тем разработанные модели и алгоритмы анализа данных позволя-
ют исследовать временные ряды, полученные в результате наблюдения за
обозначенными процессами, в частности, временные ряды плотности плаз-
мы термоядерного реактора (Токамак Т-10), что позволяет говорить об их
практической значимости.

Степень достоверности результатов
Результаты диссертации подтверждается их совпадением в частных слу-

чаях с результатами расчетов, выполненных другими авторами и с помо-
щью других методов. Теоретические результаты опубликованы в ведущих
журналах, докладывались на крупных международных конференциях и
представлены в их публикациях.

Апробация работы
Все разделы диссертации докладывались и обсуждались на следующих

международных конференциях:

• IV International Conference on Limit Theorems in Probability Theory and
Their Applications, Novosibirsk, 21–25 August 2006.

• Прикладной и геометрический анализ, Самарканд, Узбекистан, 22–25
сентября 2014.

• Марчуковские научные чтения, Новосибирск, 25 июня–14 июля 2017.

• Марчуковские научные чтения, Новосибирск, 1–5 июля 2019.

• International Conference on Geometric Analysis in honor of the 90th
anniversary of academician Yu. G. Reshetnyak, Novosibirsk, 22–28
September 2019.
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Кроме того, основные результаты диссертации неоднократно доклады-
вались и обсуждались:

• на объединенном семинаре кафедры теории вероятностей и математи-
ческой статистики НГУ и лаборатории теории вероятностей и мате-
матической статистики ИМ СО РАН под руководством академика А.
А. Боровкова;

• на объединенном семинаре кафедры инженерной и высшей математи-
ки Новосибирского государственного технического университета под
руководством профессора В. А. Селезнева;

Публикации
По теме диссертации автором опубликовано 22 работы, в том числе 16

журнальных статей, входящих в перечень ВАК, среди которых 12 статей
индексируемых в базах цитирования (RSCI, SCOPUS, WoS).

Личный вклад автора
Диссертационная работа выполнена непосредственно ее автором.
В совместных работах [A4], [A6], [A10] автору диссертации принадлежат

доказательства утверждений; в работе [A1] — постановка задачи, доказа-
тельство утверждений и разработка алгоритмов, интерпретация результа-
тов расчетов; в работах [A2], [A3], [A8], [A11], [A12], [A15] — постановка
задачи и доказательство утверждений. Конфликт интересов с соавторами
отсутствует.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, шести глав, заключения и списка ис-

пользованных источников из 83 наименований. Работа изложена на 277
страницах, включая 6 иллюстраций.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, перечис-
ляются основные результаты и раскрывается их новизна.

В главе 1 изложены теоретические основы структурного анализа, на ко-
торые опираются представленные результаты. В частности, c помощью пре-
образования сдвига на символьном пространстве определены стационарные
процессы с траекториями всюду плотными на самоподобных континуумах с
нормированной мерой Хаусдорфа. В следующих главах именно с помощью
стационарных процессов будут формироваться энергетические характери-
стики аномальных процессов переноса, а также информация о воздействии
внешней среды на диффундирующую среду в аномальных процессах пере-
носа.

Пусть X — метрическое пространство c метрикой ρ. Выделим класс так
называемых самоподобных множеств.

Определение 1.3 Будем называть непустое компактное множество A
самоподобным, если существуют такие сжимающие преобразования по-
добия T1, . . . , TN , что имеет место такое представление:

A =

N
∪

i=1

Ti(A)
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при этом µdim(A)(Ti(A) ∩ Tj(A)) = 0 для всех i ̸= j.

Определим класс самоподобных множеств S таких, что µdim(A)(A) = 1 для
всех A ∈ S. Отметим, что на пространстве с мерой (A,BA, µdim(A)), где
BA = {B

∩

A : B ∈ B} мы в дальнейшем будем рассматривать «объекты,
имеющие вероятностный характер».

Рассмотрим самоподобное множество E, такое что E =
∪N
i=1 Ti(E), где

T1, ..., TN сжимающие преобразования подобия с коэффициентами r1, ..., rN
соответственно. Пространство последовательностей Σ на N элементах
{1, 2, ..., N} определим как множество всех бесконечных последовательно-
стей σ1σ2..., σk ∈ {1, 2, ..., N}, k = 1, 2, .... Расстояние между σ = σ1σ2σ3... и
τ = τ1τ2τ3... определяется следующим образом: если σ1 ̸= τ1, то d(σ, τ) = 1;
если σ1 = τ1, ..., σk = τk и σk+1 ̸= τk+1 для некоторого k ≥ 1, то
d(σ, τ) = rσ1

...rσk
(здесь rσ1

,...,rσk
— коэффициенты преобразований подо-

бия Tσ1
,...,Tσk

соответственно); если же σk = τk для всех k ≥ 1, то d(σ, τ) = 0
(заметим, что в некоторых монографиях (см. [6]) определенное выше про-
странство последовательностей называется символьным пространством).

Пространство последовательностей (Σ, d) является метрическим про-
странством. Следующая теорема позволяет «кодировать» каждую точку
из E некоторой последовательностью из пространства последовательностей
(см. [11]).

Теорема 1.6 Существует единственное непрерывное отображение Φ :
Σ → E, такое что для любого σ = σ1σ2σ3... ∈ Σ выполняется

Φ(σ) = Tσ1
(Φ(σ2σ3...)).

Кроме того, Φ(Σ) = E.

Введем в рассмотрение множество

B0 =
∪

1≤i<j≤N
(Ti(E) ∩ Tj(E))

∪





∞
∪

m=1

∪

1≤i1,i2,...,im≤N
Ei1,i2,...,im



 ,

(1)

где Ei1,i2,...,im =
∪

1≤i<j≤N (Ti1Ti2 . . . TimTi(E) ∩ Ti1Ti2 ...TimTj(E)). Посколь-

ку E ∈ S получаем, что µdim(E)(B0) = 0. Обозначим Φ−1(E\B0) через
ΣE\B0

. Отметим одно свойство отображения Φ.

Заметим, что, если B0 ̸= ⊘, то прообраз Φ−1(x) любой точки x ∈ B0 со-
стоит более чем из одной точки. Для того, чтобы избавиться от этой неодно-
значности в символьном представлении, выберем в каждом из этих прооб-
разов ровно одну любую точку, в итоге, получим множество ΣB0

⊆ Φ−1(B0).

Обозначим ΣB0
∪ ΣE\B0

через Σ
′

. Отображение Φ : Σ
′ → E является

взаимно-однозначным. Сужение отображения Φ на множество Σ
′

будем обо-
значать через Φ0.

В обозначении меры µdim(E)(·) в дальнейшем мы будем опускать верх-
ний индекс. Через BE обозначается σ-алгебру борелевских множеств в E.
Пополним σ-алгебру BE , а именно, обозначим через B∗

E совокупность всех
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множеств вида B ∪ C, где B ∈ BE и C ⊂ B0 (множество B0 определено
в (1)). Очевидно, что B∗

E является σ-алгеброй. В дальнейшем мы будем
рассматривать следующее пространство с мерой: (E,B∗

E , µ).

Определение 1.4 Отображение S : Σ → Σ, определенное следующим об-
разом:

S(σ1σ2σ3...) = σ2σ3...,

называется преобразованием сдвига.

Рассмотрим отображение Π = Φ ◦ S ◦ Φ−1
0 : E → E.

Теорема 1.7 Преобразование Π, заданное на B∗
E, является эргодическим.

Далее, мы конкретизируем структуру каждого элемента последователь-
ности (Πn)n≥0, кроме того, покажем, что, если E — множество Кантора,
то (Πn)n≥0 имеет структуру скользящего среднего (см. ниже соотношение
(4)).

Определим функцию ν : Σ → R, полагая ν(σ1, σ2, . . . ) = σ1. С помо-
щью ν определим функцию η : E → R, положив η(ω) = ν(Φ−1

0 (ω)). За-
дадим последовательность функций ξn : E → R, n ≥ 0 следующим об-
разом: ξn(ω) = η(Πn(ω)). В предложении 1.1 утверждается, что функции
ξn : (E,B∗(E), µ) → (R,B(R)), n ≥ 0 являются измеримыми. Поскольку µ
является вероятностной мерой, поэтому в дальнейшем функции ξn будем
называть случайными величинами.

Предложение 1.1 Функции ξn : (E,B∗(E), µ) → (R,B(R)), n ≥ 0 явля-
ются измеримыми. Случайные величины (ξn)n≥0 являются независимыми
одинаково распределенными, при этом ξ0 имеет равномерное распределение
на множестве {1, 2, . . . , N}. Кроме того, для всех ω ∈ E \B0 выполняется
равенство

Πn(ω) = Φ(ξn(ω), ξn+1(ω), . . . ). (2)

Выделим из класса самоподобных множеств класс канторовских мно-
жеств {Sα}0<α<1/2 на отрезке [0, 1]. Множество Sα определяется двумя
преобразованиями подобия T1(x) = αx и T2(x) = αx + 1 − α, такими что
Sα = T1(Sα) ∪ T2(Sα) и T1(Sα) ∩ T2(Sα) = ⊘. Заметим, что множество S1/3

— классическое множество Кантора.

Лемма 1.1 Отображение Φ пространства (Σ, d) на множество Sα, 0 <
α ≤ 1/2 имеет вид:

Φ(σ1, σ2, . . . ) = (1− α)

∞
∑

j=0

αj(σj+1 − 1). (3)

Из (2) и (3) выводим, что преобразование Πn множества Sα можно пред-
ставить в виде

Πn = (1− α)
∞
∑

j=0

αj(ξ
(α)
n+j − 1), (4)
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где 0 < α ≤ 1/2, (ξ
(α)
n ) — независимые одинаково распределенные слу-

чайные величины (индексом α будем подчеркивать, что случайные ве-
личины заданы на вероятностном пространстве (Sα, µα,B∗(Sα)), напом-
ним, что µα = µd, d = − ln 2/ lnα). Из предложения 1.1 следует, что

µα(ξ
(α)
0 = 1) = µα(ξ

(α)
0 = 2) = 1/2. Отметим, что процесс (Πn) является

стационарным процессом в узком смысле.
В первой главе исследуются свойства преобразований самоподобного

континуума, когда эти преобразования полусопряжены преобразованию
сдвига на символьном пространстве, кодирующем этот самоподобный кон-
тинуум. Устанавливается, что последовательность композиций преобразо-
вания из указанного класса преобразований является стационарным про-
цессом на самоподобном континууме с нормированной мерой Хаусдорфа.

В главе 2 на основе анализа условий, предполагаемых выполненными
для частицы, блуждающей по самоподобному множеству (см. [12], [3], [10]),
строится модель случайного блуждания, порожденного аномальным про-
цессом переноса. Сформулируем эти условия. Частица блуждает по неко-
торым структурным элементам самоподобного множества, при этом тра-
ектория, по которой движется частица, параметризуется числовой прямой
и имеет размерность d0. Для частицы, начинающей блуждание из нача-
ла координат, средний квадрат расстояния до начала координат в момент
времени n ведет себя пропорционально n1/d0 при n→ ∞.

Суть метода построения модели в следующем. При параметризации (ко-
дировании) с помощью символьной динамики множеств с самоподобной
структурой мы рассматриваем последовательность сумм независимых оди-
наково распределенных центрированных случайных величин с соответству-
ющим числом моментов, представляющую случайное блуждание на этой
прямой.

Пусть (X, ρ) — полное метрическое пространство. Пусть d ≥ 0, через
µd(A), как и в предыдущей главе, обозначим d-мерную меру Хаусдорфа
множества A. Хаусдорфову размерность множества A мы будем обозна-
чать через dim(A). Борелевскую σ-алгебру множеств в X будем обозначать
через B. Пусть Ti, i = 0, ...,m — сжимающие преобразования подобия с
коэффициентом r, где m — некоторое фиксированное целое значение, пре-
восходящее 0. Мы имеем непустое компактное множество A0, обладающее
свойством

A0 =

m
∪

i=0

Ti(A0).

Обозначим через x0 и xm — неподвижные точки преобразований T0 и Tm
соответственно, будем рассматривать случай, когда x0 ̸= xm. В дальнейшем
будем считать, что выполняется одно из условий:
1)

Ti(x0) = Ti−1(xm)

для всех i = 1, ...,m. Будем также считать, что

Ti(A0) ∩ Tj(A0) =

{

{Ti′(x0)} при |i− j| = 1,
∅ при 0 < |i− j| ̸= 1,
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где i′ = max(i, j);
2) Tk(A0) ∩ Tl(A0) = ∅ при всех k ̸= l.

Определим последовательность множеств Aj , j = 0, 1, ..., положив Aj =

T−j
0 (A0). Кроме того, определим преобразования T

(j)
i := T−j

0 ◦ Ti ◦ T j0 , j =
0, 1, 2, .... Введем в рассмотрение множество E =

∪∞
i=0Ai.

Предложение 2.1 Для каждого j = 0, 1, 2, ... существует единственная
непрерывная функция Φj : (Σ, d) → (Aj , ρ), такая что для любого σ =
(σ1, σ2, σ3, ...) ∈ Σ выполняется

Φj(σ) = T (j)
σ1

(Φj((σ2, σ3, ...))).

Кроме того, Φj(Σ) = Aj.

Определим соответствие Ψ : [0,+∞) → E следующим образом. Любое x ∈
[0,+∞) можно представить в виде суммы

∑∞
i=1 σi/(m+ 1)i−j , положим

Ψ(x) = Φj((σ1, ..., σj , σj+1, σj+2, ...)).

В дальнейшем будем предполагать, что существует изометрическое пре-
образование S : (X, ρ) → (X, ρ), такое что S(E) ∩E — одноэлементное мно-
жество при этом S(x0) = x0. C помощью преобразования S доопределим Ψ
на (−∞, 0]:

Ψ(x) = S(Ψ(−x)).
Введем обозначение: E′ = E ∪ S(E).

Рассмотрим случайное блуждание Sn, n = 0, 1, ... на действитель-
ной прямой. Значение Sn для каждого n определяется суммой: Sn =
∑n
i=1 ξi, S0 = 0, где ξi — независимые одинаково распределенные действи-

тельнозначные случайные величины.
Последовательность сумм Sn, n = 0, 1, ... индуцирует случайное блуж-

дание на E′, а именно: последовательность Ψ(Sn), n = 0, 1, ... назовем
случайным блужданием на E′.

Теорема 2.1 Пусть {ξk, k = 1, 2, ..., n} — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины c нулевыми средними и единичными диспер-

сиями, при этом ⟨|ξ1|max(2,2/d)⟩ < ∞, где d = − ln(m + 1)/ ln r. Тогда, если
d ≤ 2, то выполняются следующие неравенства

d1n
1/d ≤ ⟨ρ2(Ψ(Sn), x0)⟩ ≤ d2n

1/d, (5)

где d1 и d2 — положительные константы, зависящие от распределения
ξ1.

Если к тому же распределение ξ1 имеет ноль своей медианой, т. е.
P(ξ1 ≥ 0) = P(ξ1 ≤ 0) = 1/2, то (5) выполняется и при d > 2.

Во второй главе на основании анализа известных моделей блуждания
по самоподобным множествам, в частности анализа параметра степенно-
го изменения дисперсии таких блужданий, построена информационная мо-
дель случайного блуждания на самоподобных множествах, параметризуе-
мых числовой прямой.
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В главе 3 результате анализа сингулярных зон случайных процессов,
построенных во второй главе, реализована модель деформации процесса
классической диффузии в процесс аномальной диффузии.

Пусть (X, ρ) — полное метрическое пространство. Мы будем рассматри-
вать непустое компактное множество A0, такое что

A0 =

m
∪

i=0

Ti(A0), m ≥ 1. (6)

Будем считать (как и во второй главе), что выполняется одно из условий:
1) Ti(x0) = Ti−1(xm) для всех i = 1, ...,m. Кроме того,

Ti(A0) ∩ Tj(A0) =

{

{Ti′(x0)} при |i− j| = 1,
∅ при 0 < |i− j| ̸= 1,

где i′ = max(i, j);
2) Tk(A0) ∩ Tl(A0) = ∅ при всех k ̸= l.

Введем в рассмотрение непустое компактное в (X, ρ) множество B0, удо-
влетворяющее следующему равенству:

B0 =
s
∪

i=0

Tki(B0), (7)

где k0 = 0 и 0 ≤ ki−1 < ki ≤ m, i = 1, ..., s и 1 ≤ s < m.
Заметим, что B0 ⊂ A0 и B0 является несвязным. Определим после-

довательность множеств Bj , j = 0, 1, ..., положив Bj = T−j
0 (B0). Рас-

смотрим множество E0 =
∪∞
i=0Bi. Аналогично соответствию Ψ определим

Ψ0 : [0,+∞) → E0. Напомним, мы предполагаем, что существует изометри-
ческое преобразование S : (X, ρ) → (X, ρ), такое что S(E)∩E — одноточеч-
ное множество при этом S(x0) = x0.

С помощью преобразования S доопределим Ψ0 на (−∞, 0]:

Ψ0(x) = S(Ψ0(−x)).
Кроме того, обозначим

E′
0 := E0 ∪ S(E0).

На E′
0 зададим метрику:

f0(x, y) = |Ψ−1
0 (x)−Ψ−1

0 (y)|, x, y ∈ E′
0.

Метрику f0 будем в дальнейшем называть внутренней метрикой на E′
0.

Определим следующую функцию ϱ0 : E′ × E′ → R. Положим ϱ0(e, f) =
diam(Ψ−1

0 ◦Ψ([Ψ−1(e),Ψ−1(f)])). Псевдометрика ϱ0 является естественным
продолжением с E′

0 на E′ метрики f0.
Рассмотрим случайное блуждание Sn, n = 0, 1, ... на действитель-

ной прямой. Значение Sn для каждого n определяется суммой: Sn =
∑n
i=1 ξi, S0 = 0, где ξi — независимые одинаково распределенные действи-

тельнозначные случайные величины.
Последовательность сумм Sn, n = 0, 1, ... индуцирует случайное блуж-

дание на E′ и на E′
0, а именно: последовательности Ψ(Sn), n = 0, 1, ... и

Ψ0(Sn), n = 0, 1, ... назовем случайным блужданием на E′ и E′
0 соответ-

ственно. Заметим, что f(Ψ(Sn), x0) = |Sn| и f0(Ψ0(Sn), x0) = |Sn|.
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Теорема 3.1 Пусть {ξk, k = 1, 2, ..., n} — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины c нулевыми средними и единичными диспер-
сиями, пусть также d = dim(A0) и d0 = dim(B0). Тогда, если d/d0 ≤ 2,
то выполняются следующие неравенства

d1n
d0/d ≤ ⟨ϱ20(Ψ(Sn), x0)⟩ ≤ d2n

d0/d, (8)

где d1 и d2 — положительные константы, зависящие от распределения
ξ1.

Если к тому же распределение ξ1 имеет ноль своей медианой, т. е.
P(ξ1 ≥ 0) = P(ξ1 ≤ 0) = 1/2, то (8) выполняется и при d/d0 > 2.

Теорема 3.2 Пусть {ξk, k = 1, 2, ..., n} — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины c нулевыми средними и единичными диспер-

сиями, при этом ⟨|ξ1|2d/d0⟩ < ∞. Через d и d0 мы по-прежнему будем
обозначать размерности Хаусдорфа множеств A0 и B0 соответственно.
Тогда выполняются следующие неравенства

d1n
d/d0 ≤ ⟨f2(Ψ0(Sn), x0)⟩ ≤ d2n

d/d0 ,

где d1 и d2 — положительные константы, зависящие от распределения
ξ1.

Основным результатом третей главы являются теоремы 3.1 и 3.2. Эти
теоремы устанавливают оценки на вторые моменты расстояния от блужда-
ющей по самоподобным множествам частицы до начальной точки. Нели-
нейность этих оценок объясняется переходом к неэквивалентной по отно-
шению к топологии исходного фазового пространства топологии наблюда-
теля и, тем самым, объясняет происхождение типа аномальной диффузии
(суб- или супердиффузии). В следующей главе прогноз динамики взаимо-
действия диффундирующих частиц с внешней средой осуществляется имен-
но с помощью преобразований евклидовой метрической топологии в неэк-
вивалентные ей топологии.

В главы 4 на основе информационной модели случайного блуждания,
построенной в главах 2 и 3, строится динамическая модель деформации
классической диффузии в аномальную.

Каждому множеству Kq, 2 < q <∞ соответствует непрерывная, неубы-
вающая на отрезке [0, 1] функция Cq, называемая канторовой лестницей.

Напомним, что для любого z =
∑−1
i=−∞ biq

i ∈ Kq (каждый bi равен либо

0, либо q − 1) значение Cq(z) =
∑−1
i=−∞ ai2

i, где ai = bi/(q − 1). Для Cq(t),
2 ≤ q < ∞ выполняется следующее известное свойство dq-однородности
(масштабной инвариантности)

Cq(t)/q
dq = Cq(t/q) (9)

при всех t ∈ [0, 1].
Сохраняя свойство (9), продолжим Cq(t) на всю положительную полу-

ось, для этого положим Cq(t) = 2n+1Cq(t/q
n+1) для каждого t ∈ [qn, qn+1],

n ≥ 0. Продолженная таким образом функция Cq обладает свойством

Cq(q
nt) = qndqCq(t) (10)
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при всех t ≥ 0 и целых n. Положим также Cq(t) = −Cq(−t) для любого
t < 0.

Рассмотрим множество K =
∪+∞
j=0 q

j ·Kq. Положим

Ke = −K ∪K. (11)

Отметим, что Cq(K
e) = R. Определим псевдометрику ρq(x, y) = |Cq(x) −

Cq(y)| и метрику ϱq(x, y) = |Dq(x)−Dq(y)|, x, y ∈ R. Рассмотрим случайное
блуждание Sn, n = 0, 1, ... на действительной прямой. Значение Sn для
каждого n определяется суммой: Sn =

∑n
i=1 ξi, S0 = 0, где ξi — независимые

одинаково распределенные действительнозначные случайные величины.

Теорема 4.1 Пусть {ξi, i = 1, 2, ..., n} — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины c нулевыми средними и единичными диспер-
сиями. Тогда, если dq ≥ 1/2, то выполняются следующие неравенства

c1n
dq ≤ ⟨ρ2q(Sn, 0)⟩ ≤ c2n

dq , (12)

где c1 и c2 — положительные константы, зависящие от распределения ξ1
и константы dq = ln 2/ ln q.

Если к тому же распределение ξ1 имеет ноль своей медианой, т. е.
P(ξ1 ≥ 0) = P(ξ1 ≤ 0) = 1/2, то (12) выполняется и при dq < 1/2.

Теорема 4.2 Пусть {ξi, i = 1, 2, ..., n} — независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины c нулевыми средними и единичными дисперси-

ями, при этом ⟨|ξ1|2/dq ⟩ <∞. Тогда выполняются следующие неравенства

c1n
1/dq ≤ ⟨ϱ2q(Sn, 0)⟩ ≤ c2n

1/dq , (13)

где c1 и c2 — положительные константы, зависящие от распределения ξ1
и константы dq.

Теоремы 4.1 и 4.2 легко обобщаются на многомерный случай. Определим
псевдометрику и метрики в пространстве R

k:

ρk,q(x, y) =
√

∑k
j=1 ρ

2
q(xj , yj), ϱk,q(x, y) =

√

∑k
j=1 ϱ

2
q(xj , yj) и λk(x, y) =

√

∑k
j=1 λ

2(xj , yj), где x = (x1, . . . , xk) ∈ R
k, y = (y1, . . . , yk) ∈ R

k.

В дальнейшем мы будем предполагать, что схема серий случайных ве-

личин (ξ
(j)
i ) удовлетворяет условию (S):

(S): Для каждого j = 1, . . . , k последовательность {ξ(j)i , i = 1, 2, . . . , n} яв-
ляется последовательностью независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин c нулевым средним и единичной дисперсией, при этом для
разных j соответствующие последовательности независимы друг от дру-
га.

Определим S
(j)
n для каждого n и j следующим образом: S

(j)
n =

∑n
i=1 ξ

(j)
i , S

(j)
0 = 0. Обозначим Sn = (S

(1)
n , . . . , S

(k)
n ).

Следствие 4.1 Пусть dq ≥ 1/2, тогда выполняются следующие неравен-
ства

c1kn
dq ≤ ⟨ρ2k,q(Sn, 0)⟩ ≤ c2kn

dq , (14)
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где c1k и c2k — положительные константы, зависящие от распределения

набора случайных величин (ξ
(j)
1 )j=1,...,k и dq. Если к тому же распреде-

ление ξ
(j)
1 при каждом j = 1, . . . , k имеет ноль своей медианой, то (14)

выполняется и при dq < 1/2.

Следствие 4.2 Пусть ⟨|ξ(j)1 |2/dq ⟩ < ∞ при всех j = 1, . . . , k. Тогда выпол-
няются следующие неравенства

c1kn
1/dq ≤ ⟨ϱ2k,q(Sn, 0)⟩ ≤ c2kn

1/dq , (15)

где c1k и c2k — положительные константы, зависящие от распределения

набора случайных величин (ξ
(j)
1 )j=1,...,k и dq.

В дальнейшем сингулярные зоны появляются как носители меры изме-
нения энергии и импульса стационарных процессов сдвига. При этом про-
цессы сдвига реализуются квазичастицами в гиперболической геометрии.

Определим последовательность (Z
(α)
n )

Z(α)
n = d

√
2πα

∞
∑

j=0

αjεn+j , (16)

где d > 0, 0 < α < 1, последовательность (εn) является белым шумом (т. е.
последовательностью некоррелированных случайных величин с нулевыми
средними и единичной дисперсией). Мы будем рассматривать последова-
тельность (εn), такую что P(ε0 = −1) = P(ε0 = 1) = 1/2. В этом случае
почти для каждого ω (относительно меры P) последовательность

(Z(α)
n (ω)) (17)

является всюду плотной на континууме A(α) · Sα, где 0 < α ≤ 1/2,

Sα = K1/α− 1/2 и A(α) = d · 2
√
2πα

1−α (см. [A11]), будем говорить, что случай-

ный процесс (Z
(α)
n ) сосредоточен на континууме A(α) · Sα. Стационарный

случайный процесс (Z
(α)
n ) будем интерпретировать как колебание контину-

ума A(α) · Sα. В частности, процесс

(Z(α)
n +A(α)/2) (18)

является колебанием континуума A(α) ·K1/α. Следующую величину

E = κ2⟨X2
0 ⟩, (19)

где κ — некоторая положительная константа, будем интерпретировать как
энергию процесса (Xn), при этом f(λ) = κ2g(λ) является плотностью рас-
пределения энергии процесса по частотам, поскольку E =

∫ π

−π f(λ)dλ.

Энергию континуумов A(α) · Sα и A(α) · K1/α определим как энергию

процессов (Z
(α)
n ) и (Z

(α)
n + A(α)/2) соответственно (см. соотношения (17),

(18)).

Обозначим через fα плотность энергии процесса (Z
(α)
n ) (см. соотношение

(16)).
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Теорема 4.3 Пусть δ — произвольное неотрицательное действительное
число и α ∈ (0, 1). Тогда для любого λ ∈ [−π, π] выполняется равенство

1

fβ(λ)
= δ +

1

fα(λ)
, (20)

где β = 2

h+α+ 1

α
+
√

(h+α+ 1

α
)2−4

, при этом h = δ(dκ)2.

Отметим, что в теореме 4.3 значение β определяется параметрами α и δ,
соответствующую функцию будем обозначать в дальнейшем β = β(α, δ).
Заметим также, что имеет место неравенство β ≤ α (β = α в том и толь-
ко в том случае, когда δ = 0). Кроме того, непосредственно из (20) сразу
вытекает неравенство, выполняющееся при всех λ ∈ [−π, π]:

fβ(λ) ≤ fα(λ). (21)

Из теоремы 4.3 сразу вытекает следующее следствие.

Следствие 4.3 Пусть α, β и δ — неотрицательные действительные чис-
ла, для которых выполняется тождество (20), e0 — произвольное неот-
рицательное действительное число. Тогда для любого λ ∈ [−π, π] выпол-
няется равенство

(fα(λ) + e0 − fβ(λ))
2 − (f2α(λ) + f2β(λ)− 2fα(λ)fβ(λ)(1− δe0)) = e20. (22)

Предложение 4.1 Пусть 0 < β ≤ α < 1. Функция fα(λ) + e0 − fβ(λ),
λ ∈ [−π, π] является плотностью энергии последовательности (Bn)

Bn =
√
2πdγ

∞
∑

j=0

cjεn+j +

√
2πe0
κ

ηn, n ≥ 0, (23)

где (ηn)n≥0 и (εn)n≥0 — некоррелируемые последовательности, являющие-

ся белым шумом, γ =

√
(α−β)(1−αβ)

αβ и cj =
∑j
k=0 α

j−k+1βk+1, j ≥ 0.

Пусть выполняются условия теоремы 4.3. Найдется положительное зна-
чение e0, такое что δe0 ≤ 2, тогда 1 − δe0 = cosψ, при некотором ψ ∈ [0, π]

(очевидно, что δ = 1−cosψ
e0

). Стало быть, соотношение (22) из следствия 4.3
для пары fα, fβ можно переписать в виде:

(fα + e0 − fβ)
2 − ∥fα

−→
l − fβ

−→m∥2 = e20, (24)

где ∥ · ∥ — евклидова норма в R
k и

−→
l , −→m — некоторые векторы единичной

длины в R
k, k ≥ 2, такие что ∠(

−→
l ,−→m) = ψ.

Последовательность (Bn) (см. предложение 4.1), в которой β = β(α, δ)

(см. теорему 4.3), где δ = 1−cosψ
e0

, будем обозначать через (B
(α,ψ,e0)
n ), при

этом, когда ψ = 0 (в этом случае α = β), последовательность (Bn) будем

обозначать через (B
(e0)
n ).
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Соотношение (20) задает дробно-линейный закон преобразования плот-

ности энергии процесса (Z
(α)
n ) в плотность энергии процесса (Z

(β)
n ). При

этом из предложения 4.1 следует, что можно выделить процессы (B
(e0)
n ) и

(B
(α,ψ,e0)
n ) с плотностями энергий e0 и fα + e0 − fβ соответственно, так что

выполняется закон преобразования энергии:

fα + e0 = fβ + (fα + e0 − fβ). (25)

Имея ввиду соотношение (25), будем говорить о взаимодействии процес-

сов (Z
(α)
n ) и (B

(e0)
n ), которое приводит к процессам (Z

(β)
n ) и (B

(α,ψ,e0)
n ) со-

ответственно. Придавая импульсный характер второму слагаемому левой
части соотношения (24), приведем геометрическую интерпретацию указан-
ному взаимодействию. Для этого введем понятие квазичастицы (мы будем
следовать работе [A11]).

Семейство процессов Γ = {(Z(α)
n )n≥0 : 0 < α ≤ 1/2} будем называть

γ-квазичастицей. Семейство процессов Σ(e0) = {(B(α,ψ,e0)
n )n≥0 : 0 < α ≤

1/2, 0 ≤ ψ ≤ π} назовем ε-квазичастицей с параметром e0. Будем гово-
рить, что каждый процесс из этих семейств является состоянием соответ-
ствующей квазичастицы.

Пусть R
k+1
1,k — псевдоевклидово пространство c псевдоскалярным произ-

ведением: ⟨−→x ,−→y ⟩ = x0y0 − ς2
∑k
i=1 xiyi, где ς — некоторая положительная

константа. Каждый k+1-вектор −→u = (u0, u1, u2, . . . , uk) будем представлять
в виде пары (u0,

−→v ), где −→v = (u1, u2, . . . , uk).

Через Rk+1
1,k (e) обозначим множество всех отображений, действующих из

[−π, π] в R
k+1
1,k , таких что при любом u ∈ Rk+1

1,k (e) выполняется равенство

⟨u(λ), u(λ)⟩ = e2 для всех λ ∈ [−π, π].
Пусть S — сфера в R

k. Каждому процессу из множеств Γ и Σ(e0)

сопоставим некоторые подмножества множеств Rk+1
1,k (0) и Rk+1

1,k (e0) со-

ответственно, а именно, положим: Q(Z
(α)
n ) = {(fα, fας

−→
k ) :

−→
k ∈ S} и

Q(B
(α,ψ,e0)
n ) = {(fα + e0 − fβ ,

fα
ς

−→
l − fβ

ς
−→m) :

−→
l ,−→m ∈ S, ∠(

−→
l ,−→m) = ψ, β =

β(α, δ), δ = 1−cosψ
e0

} (значение β = β(α, δ) определяется в теореме 4.3). За-

метим, что Q(B
(e0)
n ) = {(e0,

−→
0 )}. Отметим, что справедливость включения

Q(Z
(α)
n ) ⊆ Rk+1

1,k (0) является очевидной, справедливость же второго вклю-

чения Q(B
(α,ψ,e0)
n ) ⊆ Rk+1

1,k (e0) сразу вытекает из соотношения (24).

Первая компонента k + 1-векторов, соответствующих Q(Z
(α)
n ) и

Q(B
(α,ψ,e0)
n ) является плотностью распределения энергии процесса, пред-

ставляющего состояние соответствующей квазичастицы. Второй компонен-
те придадим смысл плотности импульса квазичастицы. Если у квазичасти-

цы вторая (импульсная) компонента равна
−→
0 , будем называть ее покоящей-

ся, заметим, что покоящейся может быть только ε-квазичастица.
Возвращаясь к соотношениям (24) и (25), имеем

(fα,
fα
ς

−→
l ) + (e0,

−→
0 ) = (fβ ,

fβ
ς
−→m) + (fα + e0 − fβ ,

fα
ς

−→
l − fβ

ς
−→m). (26)
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Обозначим Cq,a,A(x) = ACq(x/a), x ∈ R и Dq,b,B(x) = BDq(x/b),
x ∈ R, где a,A и b, B — положительные константы. Определим метрики
ρq,a,A(x, y) = |Cq,a,A(x) − Cq,a,A(y)| и ϱq,b,B(x, y) = |Dq,b,B(x) − Dq,b,B(y)|,
x, y ∈ R.

Пусть a = (a1, . . . , ak), A = (A1, . . . , Ak) и b = (b1, . . . , bk), B =
(B1, . . . , Bk) — наборы, содержащие положительные константы. Опре-

делим метрики: ρk,q,a,A(x, y) =
√

∑k
j=1 ρ

2
q,aj ,Aj

(xj , yj), ϱk,q,b,B(x, y) =
√

∑k
j=1 ϱ

2
q,bj ,Bj

(xj , yj), где x = (x1, . . . , xk) ∈ R
k, y = (y1, . . . , yk) ∈ R

k.

Если заменить в следствиях 4.1 и 4.2 метрики ρk,q и ϱk,q на ρk,q,a,A и
ϱk,q,b,B соответственно, то в итоге получим

⟨ϱ2k,q,b,B(Sn, 0)⟩ ≍ n1/dq (27)

и

⟨ρ2k,q,a,A(Sn, 0)⟩ ≍ ndq , (28)

где dq = ln 2/ ln q.
Пусть x = (x1, . . . , xk) — произвольная точка из R

k, в дальнейшем нам
понадобятся обозначения:

Cq,a,A(x) = (A1Cq(x1/a1), . . . , AkCq(xk/ak))

и
Dq,b,B(x) = (B1Dq(x1/b1), . . . , BkDq(xk/bk)).

Пусть b = (b1, . . . , bk) и B = (B1, . . . , Bk) — наборы, состоящие из произ-
вольных положительных констант. Рассмотрим блуждание (Mn)n≥0, где

Mn = Dq,b,B(Sn).

В соответствии с (27) выполняется соотношение

⟨∥Mn∥2⟩ ≍ n1/dq . (29)

Заметим, что в каждый момент времени n почти для каждого ω значение

Mn(ω) ∈ B1K
e × · · · ×BkK

e, (30)

где B1, . . . , Bk — масштабные константы (множество Ke определено в (11)).
Отметим, что

Mn = (ϱq,b1,B1
(S(1)
n , 0) sign(S(1)

n ), . . . , ϱq,bk,Bk
(S(k)
n , 0) sign(S(k)

n )).

Итак, стандартный процесс блуждания (Sn) деформируется в процесс (Mn)
относительно метрики ϱk,q,b,B .

В силу того, что все компоненты исследуемых многомерных случайных
блужданий и стационарных процессов независимы и ведут себя по времени
одинаковым образом, в дальнейшем мы будем рассматривать одномерные
компоненты соответствующих процессов.

Найдем энергетические характеристики деформации классического про-
цесса блуждания в процесс аномальной диффузии.

21



Предложение 4.2 При всех n = 0, 1, . . . выполняется равенство

ϱq,b,B(Z
(1/2)
n + b/2, 0) = Z(β)

n +B/2 п. н.,

где β = 1/q, b = 4d
√
π и B = 2d

√
2πβ

1−β .

Мы имеем, что j-ая компонента (S
(j)
n ) блуждания (Sn) деформируется в j-

ую компоненту (M
(j)
n ) блуждания (Mn) относительно метрики ϱq,bj ,Bj

, где

1 ≤ j ≤ k. В свою очередь процесс Z
(1/2)
n + b/2 деформируется в процесс

Z
(β)
n +B/2 относительно метрики ϱq,b,B , где β = 1/q и значения констант b,B

определены в предложении 4.2. Установим соответствие между метриками

ϱq,bj ,Bj
и ϱq,b,B . Полагая bj = b, получаем, что d =

bj
4
√
π
, в частности, вычис-

ленное значение d позволяет найти постоянную B, а именно: B =
2bj

√
πβ

2
√
π(1−β) .

Поскольку набор (B1, . . . , Bk) — произвольный набор констант, поэтому по-

ложим Bj = B. В итоге мы получим, что процесс (Z
(1/2)
n + bj/2) деформи-

руется в процесс (Z
(β)
n +Bj/2) относительно метрики ϱq,bj ,Bj

.

Заметим, что процесс Z
(β)
n +Bj/2 сосредоточен на множестве BjKq, яв-

ляющимся подмножеством множества BjK
e, при этом на множестве BjK

e

«находится» j-ая компонента Mn (см. соотношение (30)).

Деформации процесса (Z
(1/2)
n + bj/2) в процесс (Z

(β)
n + Bj/2) соответ-

ствует закон динамики (26) для квазичастиц, где α = 1/2 и β = 1/q.

Из неравенства (21) следует, что энергия процесса (Z
(β)
n ) меньше энер-

гии процесса (Z
(α)
n ), т. е. энергия континуума, при таком преобразовании

уменьшается, при этом энергия процесса (B
(α,ψ,e0)
n ) больше по сравнению с

энергией процесса (B
(e0)
n ).

Процессу (S
(j)
n ) сопоставим стационарный процесс (Z

(1/2)
n + bj/2). В

итоге мы получаем следующее преобразование для двойки процессов

((S
(j)
n ), (Z

(1/2)
n + bj/2)) относительно метрики ϱq,bj ,Bj

:

((S(j)
n ), (Z(1/2)

n + bj/2)) деформируется в

((M (j)
n ), (Z(β)

n +Bj/2)), j = 1, 2, . . . , k,
(31)

при этом «внешним фактором», вызывающим деформацию процесса

(Z
(1/2)
n + bj/2), является процесс (B

(e0)
n ) (поскольку деформации стацио-

нарных процессов мы придали характер взаимодействия, используя ε- и
γ-квазичастицы).

Ранее уже отмечалось (см. введение), что деформация процесса (Sn)
классической диффузии моделирует взаимодействие диффундирующих ча-
стиц (т. е. диффундирующей среды) и внешней среды и приводит к закону
перемещения диффундирующей частицы: (Mn). Сформулируем гипотезу
о подобии динамических моделей описания деформации диффузии и ста-
ционарных процессов.

Гипотеза о подобии: динамическое описание деформации классической
диффузии определяется динамическим описанием той же деформации, при-
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мененной к стационарным процессам, сосредоточенным на компактах поло-
жительной лебеговой меры того же континуума, на котором рассматрива-
ется процесс классической диффузии.

Выполнение этой гипотезы предполагает реализацию следующих усло-
вий:
(H1) состояния γ-квазичастиц (т. е. процессы типа (18)) определяют
энергетические состояния диффундирующей среды;
(H2) состояния ε-квазичастиц (т. е. процессы типа (23)) определяют
энергетические состояния внешней среды;
(H3) перенос энергии и импульса в системе внешняя среда-
диффундирующая среда определяется переносом энергии и импульса
между квазичастицами.

Подводя итог, получаем, что в результате взаимодействия квазичастиц
энергия континуума (как энергия одного из состояний γ-квазичастицы), со-
ответствующего диффундирующим частицам, уменьшается, при этом энер-
гия процесса, соответствующего внешней среде увеличивается. Напомним,
что в этом случае имеет место соотношение:

((Z(1/2)
n + bj/2), (B

(e0)
n )) преобразуется в

((Z(β)
n +Bj/2), (B

(α,ψ,e0)
n )).

(32)

Преобразование (32), в рамках условий (H1)—(H3), интерпретируется
следующим образом: диффундирующая среда передает энергию и импульс
внешней среде. При этом закон перемещения частицы принимает вид: Mn

(см. первые компоненты двоек в (31)), что соответствует супердиффузион-
ному режиму переноса (см. соотношение (29)).

Построенная в четвертой главе информационная модель аномальной
диффузии основана на следующих предположениях: 1) аномальность явля-
ется следствием деформации процесса классической диффузии с помощью
преобразований евклидовой топологии, 2) энергетические характеристики
деформации процесса классической диффузии в процесс аномальной диф-
фузии определяются деформацией стационарных процессов сдвига, сосре-
доточенных на непрерывном и сингулярном континууме.

Прогноз динамики деформации процесса классической диффузии осу-
ществляется за счет введения квазичастиц. Назначение квазичастиц состо-
ит в том, чтобы представить ту часть процесса аномальной диффузии, кото-
рая отражает процессы обмена энергией и импульсом блуждающих частиц
с внешней средой. Процесс обмена энергией и импульсом регулируется ди-
намическими соотношениями для квазичастиц, а элементарный акт обмена
сводится к эффекту «типа Комптона», который в безразмерной математи-
ческой модели допускает прямую реализацию в случае супердиффузии и
обратную в случае субдиффузии.

В главе 5 построена модель случайного блуждания, в которой соотно-
шение пространственно-временных нелокальностей определяется структу-
рой потока памяти и стохастической моделью сил. На основе предлагаемой
модели разработан алгоритм, позволяющий вычислять параметры, харак-
теризующие нелокальность воздействия среды и памяти частицы.

Рассмотрим модель случайного изменения положения частицы с массой
m в пространстве. Пусть частица в начальный момент времени находится в
начале координат и, далее, фиксируется в моменты времени, кратные шагу
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измерения времени τ . Будем исследовать аномальность блуждания вдоль
некоторого направления. Пусть проекция на выделенное направление блуж-
дания реализуется следующей случайной последовательностью: Rn, n ≥ 1,
R0 = 0.

В дальнейшем, мы будем рассматривать одномерное случайное блуж-
дание (Rn). Вычислим разностную скорость блуждающей частицы в мо-
мент kτ , k ≥ 1: v(kτ) = (Rk − Rk−1)/τ , где v(0) = 0 и ее приращение
∆v(kτ) = v(kτ)− v((k − 1)τ), k ≥ 1.

Изменение импульса частицы в момент kτ отражает влияние среды в
данный и предыдущие моменты времени, и, в соответствии с моделью си-
стемы с памятью (см. [9]) представляется результатом действия некоторого
потока

m∆v(kτ) = τ
k

∑

i=1

p(k − i)f(iτ), (33)

в этом представлении (f(iτ))i≥0 — случайная последовательность, имеющая
размерность силы и (p(i))i≥1 — некоторая безразмерная последовательность
неотрицательных чисел, где, будем считать, p(0) = 1. Для каждого i ≥
0 значение p(i) представим в виде ∆M(i) = M(i + 1) − M(i), где M —
некоторая неубывающая на неотрицательной полуоси функция, при этом
для удобства будем считать, что M(0) = 0, соответственно при этом M(1) =
1. Соотношение (33) принимает вид

m∆v(kτ)/τ =
k−1
∑

i=0

f((k − i)τ)∆M(i). (34)

Случайные величины f(iτ) в (34) представим в виде

f(iτ) = m(Xi −Xi−1)/τ
2, i ≥ 1, (35)

где (Xi) — случайная последовательность, имеющая размерность длины
(будем считать, что X0 = 0). Заметим, что в случае отсутствия «памяти»,
когда имеют место равенства: p(0) = 1 и p(i) = 0 при всех i ≥ 1, пред-
ставление (33) дает классический закон изменения импульса под действием
силы f(kτ), где последовательность (Xi) приобретает смысл перемещений
частицы. В случае системы с памятью Xi, i ≥ 0 не обязаны представлять
перемещения в евклидовом пространстве.

Из (34) и (35) находим следующее представление скорости в рассматри-
ваемой модели с памятью

v(kτ) =
1

τ

k
∑

i=0

Xk−i∆M(i).

Следовательно, Rn представляется в виде:

Rn = τ
n
∑

k=0

v(kτ) =
n
∑

k=0

k
∑

i=0

Xk−i∆M(i), n = 0, 1, . . . . (36)
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Последовательность положений Rn частицы, построенную по функции M ,
будем обозначать через Rn(M). Наша цель — исследовать последователь-
ность (Rn(M))n≥0 как модель блуждания с памятью, управляемой функци-
ей M и случайной последовательностью (Xi). В качестве функции M будет
использоваться либо степенная функция pν(t) = tν , ν ≥ 0 (считаем, что
p0(0) = 0), либо продолженная на всю положительную полуось лестница
Кантора Cq(t), q > 2.

Вернемся к вопросу структурирования последовательности (Xn). Со-
гласно (35), отсутствие условия независимости случайных величин (Xn)n≥1

означает, вообще говоря, что в данный момент времени iτ результирующая
среды f(iτ) имеет ненулевые корреляции с соответствующими значения-
ми этой результирующей в любые другие моменты времени и, стало быть,
представление (36) реализует «перемешивание» памяти частицы и нело-
кальности воздействия среды.

Мы в дальнейшем ограничимся случаем стационарной последователь-
ности (Xn)n≥1 с нулевыми средними. В широких предположениях условие
стационарности последовательности (Xn)n≥1 эквивалентно тому, что Xn

имеет следующее разложение (см. [4])

Xn =
∞
∑

k=−∞
ξn−kak, (37)

где (ξk)k∈Z — последовательность некоррелированных случайных величин
c нулевыми средними и единичной дисперсией и (ak)k∈Z — неслучайная
суммируемая с квадратом последовательность действительных чисел.

Мы сузим класс рассматриваемых стационарных последовательностей,
наложив следующее условие (H) на последовательности (ξk) и (ak), в пред-
ставлении (37):

(H): Последовательность (ξk) — независимые одинаково распределенные
случайные величины с нулевым средним и единичной дисперсией. Последо-
вательность (ak) имеет вид:

ak = σL
−1/2
H ((k + 1)H−1/2 − kH−1/2), k ≥ 1,

a0 = σL
−1/2
H и ak = 0, k < 0,

(38)

где H — некоторый параметр, такой что 0 < H < 1, LH = 1
2H +

∫∞
0

((1 +

s)H−1/2 − sH−1/2)2 ds и σ — ненулевая константа.
В случае H = 1/2, получаем, что a0 = σ и ak = 0 при всех k ̸= 0, в

этом случае Xn = σξn, n ≥ 1 — обычная последовательность независимых
одинаково распределенных величин.

Выбор последовательности (ak) мотивирован тем, что

⟨(
n
∑

i=1

Xi)
2⟩ ∼ σ2n2H , n→ +∞. (39)

Это означает, что с помощью такой последовательности мы можем модели-
ровать весь содержательный спектр степенного изменения второго момента
суммы

∑n
i=1Xi.
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Напомним, что согласно (34) последовательность ∆M(i) = M(i + 1) −
M(i), i ≥ 0 управляет памятью частицы.

Пусть M = pν — степенная функция с показателем ν. Начнем со случая
ν = 0. Значение ∆pν(0) = 1 и ∆pν(i) = 0 при всех i ≥ 1, поэтому имеет место
полная потеря памяти о предыстории частицы. В этом случае Rn(p0) =
∑n
i=1Xi и ⟨R2

n(p0)⟩ ∼ σ2n2H при n → ∞ (см. выше соотношение (39)).
Стало быть, аномальность блуждания Rn(p0) определяется нелокальностью
воздействия среды на частицу.

В случае ν = 1 значение ∆pν(i) = 1 для любого i ≥ 0, т. е. можно
говорить о полном сохранении информации о предыстории частицы.

Рассмотрим теперь случай 0 < ν < 1. Выполняется соотношение
∆pν(i) ∼ ν

i1−ν → 0 при i → +∞, чему можно придать смысл «старения
информации» о предыстории. В дальнейшем для степенной функции pν мы
будем рассматривать именно случай 0 ≤ ν ≤ 1, что соответствует пред-
ставлению о «монотонном» уменьшении (возможно в не строгом смысле)
информации о предыстории.

Помимо представленного случая монотонного изменения информации,
мы будем рассматривать ситуацию, когда колебание ∆M(i) убывает им-
пульсным образом,
т. е. ∆M(i) отлично от 0 для определенных моментов i, при этом с ростом i
колебание ∆M(i) все реже принимает значения отличные от 0. В качестве
такой функции M = Cq мы будем рассматривать продолжение лестницы
Кантора на всю положительную полуось с сохранением свойства масштаб-
ной инвариантности.

Результатом следующей теоремы является «расщепление» показателя
степенного изменения по времени второго момента исследуемого случайно-
го блуждания.

Теорема 5.1 Пусть выполняется условие (H) и 0 ≤ ν ≤ 1, 2 < q < ∞.
Тогда при n→ +∞ выполняются следующие асимптотические соотноше-
ния:

⟨R2
n(pν)⟩ ∼ σ2s2ν,Hn

2ν+2H (40)

и

⟨R2
qn(Cq)⟩ ∼ σ2c2q,Hq

n(2dq+2H),

где s2ν,H = 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
((1− u)2H + (1− v)2H − |u− v|2H)dpν(u)dpν(v),

c2q,H = 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
((1− u)2H + (1− v)2H − |u− v|2H)dCq(u)dCq(v). Кроме того,

⟨R2
n(Cq)⟩ ≍ n2dq+2H .

Отметим, что в теореме 5.1 параметр H отвечает за нелокальность воздей-
ствия среды, а параметр ν и dq отвечают за память частицы.

Через BH(t) обозначим так называемое дробное броуновское движе-
ние (см. [14]), т. е. центрированный гауссовский процесс с ковариационной
функцией

R(t, s) =
1

2

(

t2H + s2H − |t− s|2H
)

, 0 < H < 1. (41)
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Определим гауссовский процесс:

Zt(M,H) = σ

∫ t

0

BH(t− s)dM(s). (42)

Процесс Zt(M,H) в тех случаях, когда M степенная функция или же лест-
ница Кантора Cq, q < +∞, обладает свойством статистической масштабной
инвариантности.

Теорема 5.2 Пусть выполняется условие (H) и 0 ≤ ν ≤ 1, 2 < q < ∞ и,
кроме того, ⟨|ξ1|α⟩ < ∞ для некоторого α, такого что α ≥ 2 и αH > 1.
Тогда при n→ ∞ выполняется сходимость по распределению:

max
1≤k≤n

|Rk(pν)|
nH+ν

d→ sup
t∈[0,1]

|Zt(pν , H)|, (43)

и

sup
t∈[0,1]

|R[qnt](Cq)|
qn(H+dq)

d→ sup
t∈[0,1]

|Zt(Cq, H)|,

где dq = ln 2/ ln q.

На основе этих предельных теорем реализуется алгоритм вычисления па-
раметров нелокальности по времени и пространству.

В пятой главе рамках феноменологии потока памяти (см. [8], [9]) по-
строена модель случайного блуждания, для которой в условии конечности
момента второго порядка возможен как суб- так и супердиффузионный ре-
жим, при этом вообще говоря различается случай формирования памяти
по правильно меняющейся функции и лестнице Кантора.

Показатель степенного изменения дисперсии построенного процесса
блуждания складывается из удвоенного параметра нелокальности воздей-
ствия среды и удвоенного параметра памяти частицы. Заметим, что в
случае формирования памяти по лестнице Кантора установлена бинарная
структура информации о предыстории частицы. Отметим также, что рас-
смотрен переходный случай от диффузионного режима блуждания к ано-
мальному, когда дисперсия блуждания ведет себя как произведение линей-
ной на медленно меняющуюся функцию.

Если для некоторого блуждания установлено, что показатель степенного
изменения дисперсии находится в диапазоне (0, 4), то, применяя разрабо-
танный алгоритм к соответствующим выборочным данным, можно вычис-
лить параметры нелокальности и оценить близость к модели блуждания со
степенной памятью (заметим, что за рамками настоящей работы осталось
вычисление параметров нелокальности для модели блуждания с канторо-
вой памятью). Далее, вычисленные параметры нелокальности можно ис-
пользовать для прямого стохастического моделирования процесса блужда-
ния с соответствующими параметрами нелокальности и законом изменения
дисперсии.

В главе 6 реализуется алгоритм оценки адекватности модели нестаци-
онарного шума, полученной в пятой главе. Оценка адекватности выполня-
ется на выборке значений плотности низкочастотной турбулентной плаз-
мы, измеренной в периферийной области удержания плазмы термоядерной
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установки Токамак Т-10 (выборка предоставлена профессором В. П. Бу-
даевым. Российский научный центр "Курчатовский институт". E-mail:
budaev@mail.ru), при этом мера адекватности модели определяется реаль-
но достигнутым уровнем значимости полученного в данной главе статисти-
ческого критерия. Кроме того, в шестой главе реализуется имитационный
алгоритм моделирования плотности плазмы термоядерной установки.

Пусть (Xi; i = 1, 2, . . . ) — последовательность стационарных (в широком
смысле) случайных величин с конечным вторым моментом. В дальнейшем
всюду будем предполагать степенной характер закона изменения дисперсии
суммы Sn =

∑n
k=1Xk с показателем H ∈ (0, 1), а именно:

⟨S2
n⟩ − ⟨Sn⟩2 ∼ σ2n2H , n→ ∞, (44)

где параметр H в (44) называется параметром Хëрста, ненулевой параметр
σ будем называть коэффициентом степенного изменения. Такую последова-
тельность (Xi) будем называть стационарным шумом. Используя последо-
вательность (Xi; i = 1, 2, . . . ), определим нестационарный шум следующим
образом

ρk =

k−1
∑

i=0

Xk−i∆pν(i), k = 1, 2, . . . , (45)

где ∆pν(i) = pν(i+1)−pν(i), pν(t) = tν , 0 ≤ ν ≤ 1 (считаем, что p0(0) = 0). В
случае ν = 0 последовательность (ρk) совпадает с (Xk). Параметр ν будем
интерпретировать как индекс нестационарности процесса (в случае ν = 0
последовательность (ρk) становится стационарной).

Обозначим a = ⟨X1⟩. Заметим, что выполняется равенство

ρk = akν +

k−1
∑

i=0

(Xk−i − a)∆pν(i), k = 1, 2, . . . . (46)

Стало быть, последовательность (ρk) обладает степенным трендом.
Итак, будем рассматривать экспериментально полученную выборку вре-

менного ряда значений плотности низкочастотной турбулентной плазмы
(единица измерения времени 1 мкс): ρ = (ρk; k = 1, . . . , n). Сигнал плотно-
сти нормирован на величину средней плотности плазмы на краю централь-
ной зоны в Токамаке Т-10, которая составляет величину 1 · 1013 частиц/cм3

(это типичное значение в токамаках) (см. [1]). Исследованный сигнал изме-
рен в зоне, где наблюдается явление перемежаемости с признаками дальних
корреляций.

Проверим адекватность модели нестационарного шума (45) на соответ-
ствие этим выборочным данным. Для этого мы реализуем следующую схе-
му.
Схема оценки адекватности модели:

1. Для каждого ν ∈ [0, 1] решаем систему (45) (в данной работе значе-
ние ν выбирается из множества {k/103 : k = 0, . . . , 5 · 102}). В итоге
получаем последовательность (Xk)k=1,...,n (зависящую от ν).

2. C помощью последовательности (Xk)k=1,...,n находим оценки парамет-
ров степенного изменения дисперсии Sn =

∑n
k=1Xk, а именно: оценку
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H∗(ν) параметра Хёрста и оценку σ∗(ν) коэффициента степенного из-
менения.

3. На выборке (Xk)k=1,...,n определяем меру соответствия Me(ν) (где e —
наперед заданный уровень значимости) основной гипотезе о степенном
поведении дисперсии Sn и стационарности этой последовательности.

4. Выбираем ν∗, для которого Me(ν) принимает максимальное значение.

5. Получаем пару значений (ν∗, H∗) и значение меры соответствия
Me(ν

∗), при котором можно говорить об адекватности модели (45)
по ее соответствию выборочным данным.

Далее, используя выборку (Xk), соответствующую оценке ν∗, реализуем
схему стохастического моделирования временного ряда (ρk).

В следующем методе 2 мы приведем критерий проверки того, что вы-

борка (X
(τ)
j , j = 1, . . . , [n/τ ]), где X

(τ)
j =

∑jτ
i=(j−1)τ+1(Xi − a∗) и 1 ≤ τ < n

(напомним, что a∗ = 1
n

∑n
i=1Xi) является фрактальным шумом. Отметим,

что масштабный параметр τ необходимо выбирать так, чтобы τ >> 1 и
n/τ >> 1. Условие n/τ >> 1 обеспечивает корректное применение кри-
терия Пирсона для проверки нормальности (см. ниже пункт 6). Условие
τ >> 1 должно обеспечить близость распределения случайной величины
∑τ
i=1Xi − τa к нормальному закону, а также близость ⟨(∑τ

i=1Xi − τa)2⟩ к
σ2τ2H (см. соотношение (44)).

Метод 2:

1. Методом дисперсий (см. метод 1) находим оценки σ∗ и H∗ параметров
σ и H соответственно.

2. Центрируем с помощью a∗ выборку (Xk; k = 1, . . . , n). ПолучаемX∗
k =

Xk − a∗, k = 1, . . . , n.

3. Формируем выборку: X
(τ)
j =

∑jτ
i=(j−1)τ+1X

∗
i , j = 1, . . . , [n/τ ].

4. Определяем ковариационную матрицу фрактального шума R, где δ =
σ∗τH

∗

(учитываем степенное поведение дисперсии блока длины τ).

5. Используя матрицу R, находим матрицы B и C. Умножив B−1CT

на вектор (X
(τ)
j ; j = 1, . . . , [n/τ ])T получаем выборку (ηi; i =

1, . . . , [n/τ ]).

6. На реализации выборки (ηi; i = 1, . . . , [n/τ ]) найдем реально достиг-
нутый уровень значимости критерия Пирсона при основной гипотезе
о стандартной нормальности выборки.

6.1. Обозначим m = [n/τ ] (здесь [·] — целая часть числа). Разобьем число-
вую ось на k = [log2m]+1 непересекающихся интервалов ∆1,∆2, ...,∆k

так, чтобы mΦ0,1(∆1) = mΦ0,1(∆2) = ... = mΦ0,1(∆k) = m/k, где Φ0,1

— функция распределения стандартного нормального закона. Опре-
деляем на выборке (ηi; i = 1, . . . , [n/τ ]) значение статистики Пирсона

Π =
∑k
i=1(

νi−m/k
m/k )2, где νi — число попаданий элементов выборки (ηi)

в ∆i, i = 1, . . . , k.
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6.2. Имея в виду три оцениваемых параметра a, σ и H, находим реально
достигнутый уровень значимости критерия Пирсона, а именно: ε(τ) =
1−χ2

k−4(Π), где χ2
k−4(·) — известное распределение χ2 с k−4 степенями

свободы.

При гипотезе о стационарности выборки (Xk)k=1,...,n и степенном пове-
дении дисперсии (см. соотношение (44)) (в дальнейшем эту гипотезу будем
называть основной) приведем метод вычисления меры соответствия этой
гипотезе. Выберем целочисленный интервал T = {τ ∈ Z+ : τ1 ≤ τ ≤ τ2},
такой что τ1 >> 1 и n/τ2 >> 1.

Если для значительного числа точек τ интервала T (далее, мы формали-
зуем, что это значит) удастся установить на некотором уровне значимости

e, что выборка (X
(τ)
j , j = 1, . . . , [n/τ ]) является фрактальным шумом, то

это и будет подтверждать основную гипотезу для выборки (Xk)k=1,...,n.
Пусть X — произвольное подмножество множества Z+, через l(X) бу-

дем обозначать число целых точек множества X. Для каждого значения τ
из интервала T найдем реально достигнутый уровень значимости: ε(τ) (см.
пункт 6.2). Заранее выберем некоторый уровень значимости e. Из интерва-
ла T выделим подмножество S = {τ ∈ T : ε(τ) > e}. Определим отношение
Me = l(S)/l(T ). В дальнейшем значение Me будем называть мерой соответ-
ствия основной гипотезе (о стационарности выборки (Xk)k=1,...,n и степен-
ном поведении дисперсии). Отметим, что при уровне значимости e принима-
ется Me ·100% (от общего числа l(T )) гипотез о том, что последовательность

(X
(τ)
j , j = 1, . . . , [n/τ ]) для каждого τ ∈ S является фрактальным шумом.

Следовательно, достаточно большое значение Me (скажем, более 0.05) сви-
детельствует в пользу принятия основной гипотезы для исследуемого ряда
наблюдений (Xk)k=1,...,n.

В шестой главе исследуется выборка объемом n = 500001, при этом τ
выбирается из промежутка T = [100, 1000]. В этом случае m = [n/τ ] ≥ 500
и mΦ0,1(∆1) ≥ 51 (см. пункт 6.1). Значение e будем выбирать равным 0.05.
Отметим, во-первых, что увеличение τ2 (правой границы интервала T ) мо-
жет привести к значительной погрешности при вычислении ε(τ2), возника-
ющей при замене распределения статистики Пирсона на распределение χ2,
и, во-вторых, уменьшение τ1 (левой границы интервала T ) может привести
к значительному отклонению распределения

∑τ1
i=1Xi− τ1a от нормального

закона, а также отклонению ⟨(∑τ1
i=1Xi − τ1a)

2⟩ от σ2τ2H1 .
Построим блуждание Zn =

∑n
k=1 ρk, n ≥ 0, где ρk определено в (45).

При дополнительных ограничениях на (Xi) (достаточно дополнительно к
(44) потребовать существование спектральной плотности для этой последо-
вательности см. [A16]) выполняется соотношение

⟨Z2
n⟩ − ⟨Zn⟩2 ∼ σ2s2ν,Hn

α, n→ ∞, (47)

где α = 2ν+2H, s2ν,H = ν2

2

∫ 1

0

∫ 1

0
((1−u)2H+(1−v)2H−|u−v|2H)uν−1vν−1 dudv,

константа σ определена в соотношении (44). Заметим, что справедливость
приведенной эквивалентности следует из того, что Zn−⟨Zn⟩ аппроксимиру-
ется в определенном смысле гауссовским процессом σ

∫ n

0
BH(n − s)sν−1 ds,

где BH – фрактальное броуновское движение.
Получено, что ν∗ = 0.057 иH∗ = 0.727, следовательно, оценка α∗ показа-

теля α для выборки значений плотности плазмы равна 1.569, что означает
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супердиффузионный режим переноса.
В шестой главе представлена модель нестационарного шума и проверена

адекватность этой модели на ее соответствие экспериментальным данным,
являющимся временным рядом значений плотности плазмы термоядерной
установки. Получены достаточно высокие реально достигнутые уровни зна-
чимости, по совокупности которых можно говорить об адекватности пред-
ложенной модели. Приведен метод моделирования временного ряда значе-
ний плотности плазмы, основанный на известном методе обратной функции
моделирования негауссовских процессов. Отметим также, что получен сте-
пенной закон изменения по времени дисперсии процесса частичных сумм
временного ряда значений плотности плазмы с показателем α∗ = 1.569, при
этом параметры нелокальности по времени и пространству равны 0.057 и
0.727 соответственно.

В заключении приведены основные результаты работы, составляющие
научную новизну, теоретическую и практическую значимость.

Автор выражает глубокую признательность своим учителям З. П. По-
лищук, И. С. Борисову и В. А. Селезневу.

Автор благодарен А. В. Кельманову за плодотворное обсуждение тема-
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